Cours 1= année Master (2019/2020)

Calcul différentiel dans un espace de
Banach

Partie 3 : Intégrales généralisées

e Convergence et divergence

Définition : Soit f une fonction continue sur [a,b[, (b<iR)Si x> [ f(t)dt

admet une limite finie lorsque x tendvers b, x<b. , Onditque l'intégrale de
f sur [ab[, est convergente et on note

lim j f(t)dt = j f(t)dt:

X—>b a

Dans le cas contraire, on dit que l'intégrale de f 'sur [ab[ , est divergente.
b
Définition : Soit f une fonction.continue sur Ja.b], (a<iR),si x> [ f(t)dt

admet une limite finie lorsque x tendvers a , a<x, Onditque I'intégrale de
f sur Ja,b] ‘est convergente et on note

Ilmj dt_j

X—>ay

Dans le cas contraire, on dit que I' mtegrale de f sur Ja,b], estdivergente.
Theoréme

+00

o jf—‘ est convergente si et seulementsi a > 1,
1

%4 est convergente si et seulement si o <1 .

° ,avec a<b , est convergente si et seulementsi a<1.

D — T O ——y

dt
b-t)*
Définition : Soit f une fonction continue sur Ja.b[, (abeiR), et celab|.
Sil'intégrale de f sur Jac] etl'intégralede f sur [c,b[ convergent, on dit

que l'intégrale de f sur Ja,b[ converge.
Dans le cas contraire, elle diverge




e Convergence des intégrales de fonctions positives

Théoréme : Soit f une fonction continue et positive sur [a,b[ . [ f(t)dt est

D ey T

convergente si seulment si, (x+—>j dtJ est bornée sur [a,b[ .

Théoreme Soit f,g , deux fonctions continue et de méme signe sur [a,b[ . Si

f~g alors j t)dt et jg t)dt sont de méme nature.

e Absolue convergence
Définition : On dit que I'intégrale de f est absolument convergente'sur [a,b|

. Si l'intégale de |f| estconvergente sur [a,b[ .
Théoreme : Soit f une fonction continue sur [a,b[ . Si l'intégrale de  est
absolument convergente sur [a,b[ , elle est convergente sur [a,b] .

e Intégration par parties et changement de variables
Théoreme : Si f et g sont deux fonctions de classes*C([a,b[) , alors:

X

vxela,b[ : jf g(t)dt =[f(O)a®)], <[ T ()g'(t)at

a

Si deux de ces expressions ont une limite finielorsque x tendvers b, x<b,
alors la troisieme aussi et dans ce cas:

J#(UgﬁMt—[ﬂoga) jﬂog(um

Théoreme: Si ¢ estunebijection.croissante de classe C'([a,b[) sur [a,g[ et
si f estcontinuesur [a, g :

R ey

f@)atet [ 1))t

Sont sont de'méme nature.
S’ il y a convergence alors:
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Paramétrisation par abscisse curviligne

Dans cette section, nous allons paramétrer une courbe par sa longueur. Pour
expliquer ce que représente cette paramétrisation, on a les définitions suivantes:

Définition : Soit n € N* _ On appelle courbe paramétrée de classe Cc* de R"




une application de classe C*
y:lcR->R"

ou 1 estunintervalle ouvertde R .
L'ensemble C = {r(®) € R", te 1} et appelé le support géométrique de
y il ->R"

-Ondit que » estune courbe parmétrée réguliere de classe C* si, pour tout
tel etpourtout me{L,2,...k}, »™(t)=0.

/_\* P = lE}

t -

I=fy /M

Figurel: Courbe paramétrée

Il est possible de.reparamétrer une courbe. Pour cela, on rappelle la notion de
diffeomorphisme.

Définition : Soient U et vV deux domaines ouverts de R" . Une application
f : U—>V._estun C' difféfomorphisme si :

- f estune bijectionde U dans Vv

- f et f sonttoutes les deux de class C*.

Définition : Soit » |~ R" une courbe paramétrée de class C* et un

difféomorphisme ¢ : J 1 (avecJunintervalle oertdeR)  Alors
yo¢ :J ~> R" est une courbe paramétrée qui a exactement le méme support
geométrique que y . Onditalors que ¢ estun changement de variable

admissible et que yo¢ estune reparamétrisation de »

Définition : On dit que la paramétrisation d'une courbe 7 :1 - R" est normale




si, 7 estune courbe paramétrée de classe C* et [y'(t)=1.

Définition : Une paramétrisation 7 : 1 -~ R" d'une courbe géométrique est dite
normale (ou par abscisse curviligne) si pour tout [t,,t,]<1 , la longueur de la
courbe géométrique entre les points »(t,) et »(t,) estexactement [t,t,]

L[tl,tz](?/): .EZ 7’(u1|du =t —t.

Définition : Soit » |- R" une courbe paramétrée de classe C' et
to e | <R | L'abscisse curviligne a partir du point de parametre t, estla
fonction Sy, : 1> R donnée par :

s, (t)= J't: |['(u)|du pour toutt e |

Géometriquement, S, (t) est la longueur de la courbe géométrique » entre les
points #(t,) et »(t) . Le résultat suivant nous indique que toute courbe

paramétrée réguliére de classe C' peut étre reparamétrée par abscisse
curviligne.
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Figure2: Approximation de la longueur d’une courbe

Théoreme : Soient 7 : 1 - R" une courbe paramétrée réguliére de classe C*
et t, eI . Alors l'abscisse curviligne S.' : J—1 estun changement de variable




admissible et
y=7yoSt :J > R",
est une parametrisation normale qui a le méme support géometrique que .
Proof Soient v : 1 - R" une courbe paramétrée réguliere de classe C*' et t, e
I . Alors I'abscisse curviligne a partir du point de parametre to , est
s, ()=

Onpose J=s (1) comme

¥'(u)|du pour toutt € |

l7'(u)|> O car y est une courbe paramétrée réguliére de classe C*
S,, est une fonction strictement croissante

alors s, est une fonction inversible de classe C' notée par s, .

Onpose ¥=7°Sy :J~>R" d'ou le résultat.

Théoreme : Soient v : [a,b] -~ R" une courbe paramétrée réguliére de classe
C',Onnote I=Lg,,(y) lalongueurde y . Alors lacourbe

y=70S3t :[0,I] > R" | est une reparamétrisation normalede 7 .

Proof Soient 7 :[ab] - R" une courbe paramétrée réguliere de classe C',
Onnote I=Ly,, () lalongueurde » . Alors la courbe y=7°S3 1 [0,1]] > R"
on calcule

7 (s)=7(8(s))(s:") (5) pour touts < [o,1]

?q

S, "(s)=tela,b] et ‘(Sa‘l)' (s)( __1 pour touts €[0,1]

o)
?(sﬁ

Etona

y’(S;%s)}H(Sﬂ(s)( pour touts € [0,1]

D'autre part

ce.qui revient a

d'ou le résultat.




Série d'exercices

Exercice 1:

X—>+00

Soit f une fonction continue sur [a,+oo , telle que lim f(x)=1, et jf(t)dt

convergente. Prouvez que 1=0 .

Exercice 2:

Soit f une fonction continue et positive sur [a+o[ , a>0, telle que
lim x“f(x)=0, 00 a>L1.

X—>+0

1) Montrer que jf(t)dt est convergente.

2) Applications: étudier la convergence des intégrales:
a)—1 = jtse“dt.
0

b)-J = [ &t

1

c)-K = +fe“zdt.
0

d)-M = [ 5t
1

Exercice 3:
Pour quelles valeurs de o €t g lintégrale est-elle converge ?

a)—1 = '[tﬂe“tdt.

1
+00

b)-J = [ dt.

0

0)-K = j tint (i,
0

1+t2¢

d)-M =T1t—;“dt.

0

Exercice 4:
On considere la fonction f définie par

f (x)zjl'ln(1+ xt)dt.




1) Justifier que f est définie pour xe]-1+o .
1

2) Montrer que jln(l—t)dt , est convergente et déterminer sa valeur.
0

3) Montrer que f estcontinue sur [~1+od .

Exercice 5:

Soit » est une courbe réguliere définie sur l'interval [a,b] de R, donner la

longueur dans les cas suvants

1) » est définie par un paramétrage polaire comme suit y(t)=(r(t),o(t))
telab] .

2) v est définie par une équation polaire r=f(9), telab].

3) y estdéfinie par

7(0)= (% Ul (0) U O} X (U7 () 02 ), %, (0] (1), uR (E))
ol U' estune courbe de classe c', U': [ab] - R" définée par
U'(t)=(u(t)....u}(t)) , pour tout iefL2,.,n}

Exercice 6:
Calculer la longueur de I'arc de parabole' y = x> entre les points (0,0) et

0,1) .




Corrigé des éxercices

Exercice 1:

Raisonons par l'absurde: 1=0 , on suppose que 1>0 .

Dans ce cas: 3A>a ,tel que pour x>A, |f(x)-I]<{ ,donc 0<i<f(x)<¥ .
, . [ROL

Or [4dt estdivergente, donc [ f(t)dt , diverge ainsi que a
A A

Ceci est contraire a I'hnupothése. Donc on ne peut pas avoir >0 .

Si 1<0, on considére la fonction (- f) et on obtient de méme, que. (I <0) est

absurde.
Ainsi 1=0.

+00

Finalement, si jf(t)dt converge et lim f(x)=1,alors 1=0.

X—>+00
a

Exercice 2:
1) Puisque lim (x“f(x))=0 , il éxiste A>a , tel que [x“f{x|<1 pour

X—>+00

x>A>a>0.0na:

2) x“f(x)<le f(x)<xia

400

3) Donc 0<f(x)<i pour x=A et comme jx%dx , converge car a>1,0n
A

en déduit que jf(x)dx , converge. Finalement jf(x)dx :
A a
4) Applications:
a)— limt%" =0\, donc.en posant &=2 , on reccouvre

+00 1 +00
[ t%etdt = [t 'dt+ [t°edt converge.
0 0 1

+00

b) - t'lrlloteet%=0 , donc en posant « =6, on reccouvre Iet%dt converge.
1
c) - tllrpwt“e‘tz =0, pour «>1,donc Tetzdt converge.
0
d) - tllrﬂotz‘si—g“uo , donc en posant « =2, on reccouvre Tﬂ—!tdt converge.
1
Exercice 3:

t—>+0

a)- Si >0, pourtout BeR , limt’e” =+o0 , alors [t/e“dt diverge.
1

Si a=0 alors




Itﬁemdt = It/’dt = J.t_iﬂdt converge pour 3 <1
1 1

1

Si a<0,0na lim(t*(t“e*))=0 , pourtout AR, donc [t’e“dt converge.
1

t—>+o0

Finalement

J' t”e”dt converge < (a =0et #<1) ou (a <0)
1

b) - La fonction t+ - est continue sur Jo,+oo[ .
Distinguons les cas:

1)- Si >0,
e .t/ avec 1 et t/ positifs, d'ou:
+H 1+t
1 tﬁ
J' —dt converge < B> 1.
o L+t

o U .t/ avec . et t”~* positifs, d'ou:

1+t% | 1+t
+00 tﬁ
J'—dt converge < a > f+1.
1 1+t°

+00

e Donc:Si a>0, J'%dt , converge si, seulmentsi, g>-1.
0

2)- Si =0,

1 1
o |[fmdt=%[t’dt, converge < B >-1.
0 0

1+t

14+t

H'—.'é'

¢-dt =3 t/dt, converge < p<-1.
1

3)— Si a<0
o Tt/ avee - et t’ positifs, d'ou:
+17 0 1+t
1 tﬂ
J' —dt converge < B> a-1.
o L+t

o Y -t/ avec L et t’ positifs, d'ou:

EE SN 1+t”
+00 tﬂ
I dt converge < g <-1.
1+t

1

+00

e Donc: Si a<0, jidt , converge si, seulmentsi, g<-1.

1+t
0

Finalement




w0 1 f
f—lita dt converge < (o >0et B >-1) ou( <Oeta—1< B <—1)
0

c)— La fonction t it
1)-Si >0,
La fonction t 2t est prolongée par continuité sur [0,1] , car I|m it _(

l t2u

1+t

1
D'ou I'éxistence de j tint G
0

o Ut _ht gyec it et Wt positifs pour tefl+od , d'ol:
t t

W2 142

—a+l o +o0
Sia #1, jm—tdt_ t Int —J.;dtconverge poure >1.
—a+l | 9 (—a+1)t”

—1I—dt [ ]: f dt diverge.
1

2)- Si =0,
o [udt diverge.
0

3- Si a<0,
° —;a Int — t_a_';‘at est prolongee par continuité sur [0 1] Car |Imt '2: 0.D'ou
+t 1+t It

1

I'éxistence de jt”'m dt .

1+t%¢
0

o Un.u \gyec LW et b positifs pour telL+oof , d'OU:

1+t2 124

a+l 4o
Si—a#1, Im—tdt— t Int —j;dt converge poura < —1.
a+l L 1 (a+l)t “

- —1f|n—tdt [ ]:w—Ttizdtdiverge.

1
Finalement

+00 tg,

1+trl§ dt converge < (ar >1) ou (o < 1)

0

d) - La fonction t =
1)- Si a=0,

+00

e Lafonction t—=£==0 . D'ou I'éxistence de jH”“ dt=0 .

t/j
0

2)- Si >0,

10




+00 1 +00
e lims“——0 . Donc de [=tdt=[=="dt+ [==“dt (méme signe) diverge.
0 0 1
3- Si a<0,
o et ~54 . avec == et 5% positifs pour te[l+od , d'ou:
¢ o
J.tﬂ_*ldt converge pour g < 2.
0
e £o~1 . avec == et I positifs, d'ou:
I —-dt converge pour 5 >1.
0
Finalement
+001_eat
[ dt converge <> (o =0)ou(a <Oet1< g <2)
0 tﬁ
Exercice 4:

1) vxell+o[, vte[0,1],0na: -1<xt ,d'ou 14xt>04 ce qui montre que la
fonction t— In(1+xt), est continue sur [0,1] d'oul I'existence de f(x) pour tout
Xe}Lﬂd.

2) Soit ¢<o,4 , lafonction trIn(1-t), est continue sur [0,1-¢],

l-¢ l-¢

[ In@@-t)at [ ot

0 0

et:
=[tIn@-t)}* +

=(1-¢)lng+[-t-In(-t)};*
=(l-¢)lng—(1-¢)-Ine
=¢lne=1+¢

1 1
donc jln(l—t)dt ——1 Ce qui prouve que jln(l—t)dt est converge.
0 0
3). vx e -1,+[/{0} , On peut utiliser I'intégrale par partie et on a

= jln(1+ xt )dt

= [tIn(@+ xt)f; —iﬁdt
=In(1+ x)—{l—jﬁdt}
(e )+ [ O}

=1+ (*2)In(1+ x)
etona I|m f(x) =0 , autre part f

X, =0 .

IOdt_o donc f continue au point

11




1
etona lim f(x)=-1, autre part f(—1):j|n(1—t)dt:—1 .donc f continue au
0

x—>-1
point x,=-1.
Donc f continue sur [~1+od] .

Exercice 5:
On alalongueurde y sur [a,b] définie par:

)= [ ] 3 0] o

1- v est définie par un paramétrage polaire comme suit y(t)=(r(t), 8(t))

tefa,b] ona
x(t)=r(t)cos(t)
y(t)=r(t)sin(t)
et
'(t)=r'(t)cos(t) - r(t)sin(t)
y'(t)=r'(t)sin(t)+ r(t)cos(t)
alors
JXQ)F + (O =V QF + o)y
donc

2- y est définie par une équation polaire r= (@), te[ab].Onapour y est
définie par un paramétrage polaire comme suit »(t)=(r(t).6(t), te[a,b] ona

)= TJ (F@)) +(r(t)o'(t)dt

On calcule

alors

L) (7)= f\/ (r(@)) +(r(0)y|e(t)at

D'autre part, si pout tefa,b] ,ona @<lc,d] alors

Loof)= [N @) + () do

3- y est définie par

12




70 = (6 020020} 020 0O 3, (70 0)
ol U' estune courbe declasse c', U': [ab] > R" définée par
U'(t)=(u!(t)...,u}(t)) , pour tout ief,2..,n} . Pourtout iefl2..,n},ona:

o, (t)=zn:%(uj(t))%(t), o U, (t)= (U (t)....u] (t)), pour tout j & ,2.....n:

dt (= du;
Alors
b nd 2 b n nd du 2
o)~ [ 2 0] et - sz{zﬁ( ,<>)d—;<>] dt
a V=l a | i1 \ j=1 i
Exercice 6:
Ona

C = {y(t) e R? t € R}, telgue y(t) = (t,t?)

le point (0,00eC mais (0,1) ¢C on résout I'équation t’<1 alors t=-1 ou
t=+1,

Alors

L[—1,1](7/) = Eln?/’(t)” dt
= [,4/(2t) +1%dt

= [, V4t* +1dt

onpose t="4  alors dt=%%du etpour te[-11] ona uelu,u,] donc

13




I
|

-
=

— J‘Uz 4(sh§u))2 +1 Ch£U) du
Uy
- ren(u)
1o (o)du
=4I e +e™ + 2)du
=3 - vl
= [ e g ang shit)],

1_16 [(EZarg sh(1) p =241 sh(1) +4arg Sh(l))— (GZarg sh(-1) g2 sh(-1) +4arg Sh(— l))]
L[2sh2arg sh(l)— 2sh2arg sh(—1) + 4arg sh(l) - 4 arg sh(—1)]

_ sh2argsh(1)-sh2argsh(-1) , argsh(1)-argsh(-1)
= 8 4

+
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