
Thærie ds l'éffi critique
\

I. lrtrroducti.rn
[a tbrie & l'état cti[que eS. une rsrtatirrc d'rppwter mswble lq rrcldion ffrtr€ ll

résr'ffirce au cimillcrnwt d'rm sol et sur irdiæ fu vifu, sorre forme d'rm rrodèle qrri
peuL par Ia suite, êfre ryliqr$ à tour les typm &s sol* l,e mo&lr d'éht critique éUit.
dwetqppe à l.universitê & Cambridgp, b ptmière pblication majvurc &it pur Row
d=.(1958} Et il est maixær* êâhli emnme autil utile de rechEr"b m méænique des sots-

ê1.

2. SSrmbolee
Latréorie & l'état sritiqüs uhÏisÊ les symboles srrfiaflrü§ :

p: oontmir& normab effectiræ mûErunr§ : t; 
:ry; pour l'essai e *mpessim
3

triaxiale.
q : csttr:rfuts deryimoriqrrc (dÉ,ni*eur de corfairts) :§t * §t = ru - o*, porrr l'cssai &

uiaxiale.
v : vslumc @ifiquc : {I+e} c'æt rimplÊmsst It vollme tæI du sol rffimt rm
vohme usitûire des solides tv.: I).
p*: s5nnhole uilise pur Ia cffidirrtË de cmsaliddisr isffiofe equirnalme.

3. tbgrolitlrt*m bohp"
I^a dtryffit dss éshrutitlffis de sol tesés dsüs !"ffiüEil triâxiâI sort isnnma*qrrct
owolide§" c-àd" consotiÉ sæ Ia cornaicte fudma*atique de oorfirment (rrh atnaffi

lc debut dË l'ââSE dc cisaülqm- ta fsnre dç Ia com&e de compæsim porrr uoË ârgik
i*mopiqucrawt oonsolidæ eS mætre &ns !a figrse (l"A)
fu pwt nottr qræ ceth couràe pîêsÊüe les urleins & v m foactisn e p. La oourbe v-
IÆdp) est moqüree rlnns Ia figurs {1-B} Êt à prtir & cc dia$ærmÊ sm voit que" si mr
igrtorc læ &tres diffireæes effi la cætbe dc gonflereü et ta. omrùe de ffimpæs$ioû,
le trd serai_logariftmi+E & la courbe & ænsoliddim isÉrps pour la plryÉ dË§

argiles peut §{rc sssimik à rm jeu de ligres dmiæs €I ffi Is fffss idÉâIisfu de h figurr
{r"c}.

Log p'
e

L ogn p'

Bfu. 1 Eorme typc dc h crmffietior imtrope d'm sol Gchfuæt sÊturê

Tu* poim sur la lignË ASC rqpr€§BntË une consolidariur ilonnfllç alors gu'un pofuü xr *a
tigns B§" uradfettoul poirf,audms & Am rryêsffis ruc surææoliddkm-
BD est appelée ligne dÊ gomflorent

(r)(B)(A)



§i la csnfirainh p,tÉGËæ maxiæale snr la liËpË de gordtvn*nt Êst { s ls rê#xair# §ü

poix D & ættc ligæ est Palors æ psd dire q+æ 1c rapport de slrwli&i*m
{XlE=f*Jf
H: le vsluss spæifique d.p æt ncræl@. oomoti& à rræ valerr de P: f ssifÉ dÊ
wrtrai*re { gér}eneleîffirt, F : tr I**.#rç2}, cela darxe LsSPi: *. L'fruaÊi*n de Ia ligee
AC æt e1** égale ii : lr = Àf, -ÆÂqgtF i"
Uræ ligne de gonfteanr*, tellc que BD pËut w trorilnËr afarupe{k ari æfuæ dÊ ltC
puiqræ sa gmitioa €ffid * la soatæints æxirsate sur la ligne,Ii" qui &uiæ ta
poci*ion & B.
Ë*: k rroltmc spâGifqùe d.rre sol srreonsolidÉ à F : I h$ff#- L'éqaeûiaa Ss BII esÊ

*Irysç:§* -*t*rg{f'}-
â=tr et rsont des ræEe*rs mesurÉEs €Ê d**Fet:t eas #ermi# à pertir dÈs æsÈe§

êfspriés.

+ CürtrsiilüE fouir:rlcate & ua*alillrtion. p*.
&ffi l" figtrrË ?, le psfuü P reffientc m sol srcç îur irdiæ &s vifu E sl il{E ærrraiæ
#ilæ & *ms+lid*impi I-a pædure porr dftaminer F; # iIk# fu b
diÊgrffrrme.
1§-8, Püisqre F esÊ arl.dffi§ous de Â8, sEÊ* un&* de surc+*s*lidaüæ-
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Cett pressure

Fig. È l}€ûera*e*Ciem & æctr*icte de ænd*hfim fteivale*fe

5. lkapaniræ ratrre uE wotiürl*ru foDtrûpÉ d üæ mdiürtïop
uËdiumn*icrIrdle
Si ua æ.hnËillom d=firph est smrr:is â m es*ai & oædid*iæ esidimæimclle dæs
ua odemffffi r* ua strc S*hantilloa # ffi€ argilc *s{ rourais â sæ ææolid*fua
isd$ope dam lme oethuls triaxaÉÊ, les fsnres i&lifu fu rcIdions v-t.og(P"} porr ks
essi* serrant ilIusffi dærs Ia ffgrre 3.
Lec saleues des perten de* deur lignes & corsclidati,am rrêrmâtÈ sûÊË k& FrosâÊs É pu*r
des raisons pr*iqur& 1æuvei$ k srçmées qales à ,4. I"a æëme ck pour læ fux
psrtcs de ligsË ds godsrxrent, pcrnært&e sryporées çgalæ à r.
H-B- l"es valærs de try{ P.} Farr Iÿd l-essai de cæeli&tioæ umidime*siæelIe sæt
prirc qales à l"ag{r"} {Ç': ocntrair*a nelrcslc effactitre agiffiilt *ur l'écMillolr &
I'odmnêffe].
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rÈ &- tss -tsr
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e* tæme de IogffiÉdEEG &i*lel an perÉ voir qtæ ,l = {}.*, / 2-3 -
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pulsEæ l'idiæ d* crmpræioa C"æt Ëspr*ffiÉ

Isotroprc

Stope -X

0ne mensional

D.
'm

fB. I cauro&laÊian iffiape ct ænr&iletbr r*idire**ludk

G. Cttriss & *sstt$ite {*s l}mplre de æfr*ist* i bûfu *i*sæxises
(rl §'r*'i*no;ç dr*iré*
§i snl üûnsidèrÊ le San q:p'o aE perË Érææ læ chæric* dË cæbainÊË ffiÈrnc porr le

eisailbmpnt r*on drairÉ cn funirs dr corgraint* bidim*----------------mionræltc- 1l : tlz- f3 : ,, - r*

o': t; 1"; . Iæ diagræwre rsulffi estmo*ffi dans Ia ffgrre 4-,à IÆ peËsts lln* llz. Ar ffi
3

trgrrvffit sur tra ligffi & çonsçlidatiffi ffimâls issûrÊpg et kærs f;trffirrihs de csütraiie
EspÊctifs afisignffi ta liæite de re$ure aw. poids 81, Bs. B*, F dsqtrÊ tæ æirs sed gm -
d"Lré. ks raleum d'irdiee des tifu, a:æ pornh .*r, br. B3 §omt tæ m&nq {unnrË ffi-
Ëtaiedt qrd le sDI éhit ilrx éUm da conEistÊ Âu Aa Â: æspeetivwtrll
Cmnciss*atlesrmleurs dr«e n, æsxutdeMmi$Êrlssra*&ms d$vohne ryÉËiËquË€*trsffi
tÊ eeuràG,l*ne le Ë*an ry', Figurs 4.8.
ûrr ps* clairunmt voir ryæ læ poiin* dË fi#urs 81. Bp. Br sÊ tswrt sr lrrc ligffi fuüe

p'

FTg, 4 Ctemiç é* ox{rrinûe FcEr Er draillætxt rs dr*i*
(t| ksais dntu&
ls *cmins & cortraialç cffFedivc pour le cisaiüen# drainÉ soûü *âoffi &rs ir frgur+
5- Pur I* Sm q :p' le fd ffiistr fu ïigrËs dnoits ircli# d'rræ pæ & 3 -

L ogn p'

3

Stope-K



I

IÆ p§irh Cu Cr" ü-? lspæssNt&t læ poia§ e nryülrs ryÈs I* cisaitlemertMê, k
vslsrs d'irdis &§ vifu à æ psiffi sont Elcrs $xs &ffes qsc stffi. *w. paiak lt
ectlryondeds"

I"æ **miæ & ætraiaæ dars Ëe plan v :p' su$ illusÉ ,læs h §guË 5-B- C e arm

lr-grrc de cansaliddicn urymatE"

-Ton-' Tl'o'-
U4.Of-3-

-- Tor-t 3

a''

Normal ronsolrdation
CUTVE

c3 
p'

f"ig. § *eurix de coËrtrnte llour E fo**nææt dnirê

?.Lilligæd'fuuitfu*
Farry {tffiS} a ptrié fu rcs*ltds d'æseis t{iâ:Êissi e{isÉs u, mn &ainfu rrsli* w des
w.Irutillorts dargih næsalsrs* cerxclidæ * srcæsalidÉs- ftlclques ctr§rrltats fffieË§
§ur den éÈheüillsns ffimêt€meflt cansoli& xcmt illcsé§ au hükau I- h puiat§ {p=Æ}
#cmn de m r€rulks so$ FÉsËr$æ ers h frgFre 6A st ôiB.

T*ku 1. *ésElElt d'§sâis tri*xirrr *ür des écLrntiEeæ d'*rgile ær-*te-erÉ
mmdidéa

o)+Zoi.

,8"mrirm daïa*
o*$rF{fu} o, -r=(t§{fu} ll, {h|F*ff} *r{f*l F; ftwJç"1 Y

1$3é 6S-3 5$_3 25.t '§5-* ittl t-*?
zffi_$ 1I*.3 II3-§ 23-* I32-g (v\ t-6I
3lrl3 172"4 l7r-7 2I-5 196-l (o) 1-57
413_? 3?4_t 23V-s ?û,3 ?61_t (I t_54
s??_{ {68"9 45S"5 18.§ 595.9 rlr) 1-4§

trssnàs dË.rifr&

r*ftI$fm') ri-r*1rOrfm1 r, {}ffi1 *;{7.} P; {tilsrrnl a

:û3.4 t l4-5 23_ü 14I-6 ü/ t-üI
2{16.9 ?44"* ?$.4 2ffi.5 Lhl L5,l
31S-3 34§-2 19.3 4æ.4 (?l t_5I
4I3_? 4SI_3 t&.5 574-I q Ë-4*
82?-4 930-* 16.I 1138.0 \h\ 1-43

Ll



,( l//r

500

600

100

200

00

nl 200 300 r,0o

p'ikN/m:,

\Normal r oû!olidàlion linep' ( kil/nz)

Fg. 6 Pn*lodinn* de I* Iigrc È!âtrt crilique IEie TPodteÉ eli ligÊ€ *nfucrit*pe

E L'qrrüim dÊli llgrc*@u*
I-a prqicctim dc Ia ligne ur IE pla* q æ' sst rmc tigre esiæ aræ I'Éryeim {:ilfit', ffii
ilil estlap*rtede laligne. . uàwÿ
La pojedioa dË la ligæ d'éht srr le @n v :f est rnrlhffilwffirs ouruùÉç æis *i on
æidËr* Ia pojeclim srr le Sr v:Ing{p'} m sbtiffi rræ ligrc d*oie xErcG uffi SEæ
qui peut êuu srrypée eæale à Ie pææ de Ia ligne & æmolida*im usrffik"
tes rnale$E pour grsm dMes s*r lc Î*bEsau I É Iæ rnalærs dç v ern fm*ùou dc
L*dp') sorÉ t'esentées dans Ia frgrre *-
§i oa Etilk& le symlàole I {garnrna maiuæde} çæi rryfueu*e *n taleur de v çai
tüEspord à l"odp') : S { p':IkNlm}

L'éqrution de la pr,ojeAion dc h ligue &oite eS: r= f -i[frrsf{F'} qur perÉ er6 ffie
f-rp f-rr.§ütlme, : I-t*(gr )ouhiæ p = Ëxf{-}

I-a tige d'€hr criüqæ üst h ligræ qui sdishit ls fu fuuatioæ: q :IUp" d
ff= Aryrfl::1- Læ rmleurs &ââ, ï§, f et,,1 wie$t arræ Ie ryrpe du rpl," "A
Des frgur€s É Ët 8, on ruiü {JuÊ ffi valercrs roÉ aproximatinemert : M: ü-85 ; }$: â 13 ;
f :?-09;$,4:0-1CI-

3*g. S *Éttun v-Ing(pl {e* vakræ du lrkl I

9. ReprÉmtrtkn fu sah triâf,irrr danr P@e p' :q :*-
Ixs ruulets dËs sssais tiaxisrx drai{Ês st ffii drâi{és Fr*d êæ æprÉwfu fu
I'ry de cffie tri$irrruismcl F* q :v-

11

E

;1.8

o I'o
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Pour tfugæ Gssili. l=fu,futillæ est puaiàremmt osçoli# à ua certair püis A scr Ifl
§sBEËe de oursoti&tisr rmrrale corrrymrdd à une ætairæ nalemr Sflrtirffitik de v+
Âp*rtirdeætte Érpq Êæ dsÊessÉÀ$ doive.af &re coæÈrüÉrrÉs sÉFÉm€É

L'Mwilræ
Si t'éctladitlonæËmaidemarÉËisftillé durs rmÉtatrtæe*id te sIEmiEdE osffi æ
@ace wx le lasÈ â 1roüir du pai* Ajmqu'à oe qu'i[ ææcÉæ k ligÊr6 d'ëxË crÉüique æu

point B Gi la nSa:e se pro&it Pui*que l'+"ssâi est lon dndilË la rmlsr &n rrudræ
spÉcifiqræ æste fuale à n*rde islls sffits que Ie funin de ærhiæ mit ræ#eistà æ #æ
FE§,§mt pil Ie pcint Â e* par*I!#e au Sm F' :q { Ycir trgue $}

triticat state
line

Al

Undrained plane

Normal
Iine

A

consotidalion
{on plane vrp')

F-8, I L'es*i de cl**Ëeuent Esü dr*üd

fæs exprffiÉlons Fsrr t' g q pævers &cilemcul &rie #rum si na mai#iffi E,isdàlc fu
\ridÊs àI**rytmc" eç, ryale à E.isdiæ des vidss immédigsm#{Fmes l;asrcsü*Hiffi" qc,,

cffes:&À

Mairrmæ l: t*+i sf : q :***t?f

Exsurrle 1
138 éshaütillm d.ægüe g oonsali& dans une cellele fialEielÈ æeË tlæ @ainte de
wrfirwglt & ?*üklgfoiÈ- ll 6§t BffiritÈ eisaillé" Utiliss les rmles*s dË Sd, ft{. f €* ê
sfuffiæs fu §gur€§ 6 Êt g. d*hrmiro les valeurs de cr" q sÊ p. à h nrytua

§oHion
M :0-85 ; I{ :3-13 ; I :3-ffi *i â: û-I
,* = N- ffqgtp') : 3" I3$. Il,og{200} :I.6ûrvr : rÈ6 : I.6t-

q : trrrt.&p{r- 
*'r1: 

a.ar aa434:1"ry): I I4kN&Bp ;' -"â ' s-I
F' : q/Àd : I I4l,ü_85 :t34 kHi#-

6



L'wïdtffi
De le {Sute#t ort voit çe ta pn$ectiæ &r chenrin & connainæ draüÉÊ sr Qntxr t +r'
et rme ligne droitÈ inclinée d'rm mgle a = srra{gt3} prrapport à I'hodzonhta
Cela vtr* dire que le chenrin du eontrairte de ciraillement dnnin& qnelqrre sait l'itirÉaire
§uivi ds A à B doit tqiours ryaxtenir au rectangle mon[rÉ +lrrs ta figurre {lül§. k
æft figsre, on voit guc la pro{ætion & chsüin de comhaintç AB sur t(-plm q +" d lÈ
Iigne AxBr.

ptane

{B}

l
l
l

i

l

I

Drained

Fg..4o Llassa..l de, ciso.i\tewrenl- értli"i
Alon, &m une manièrc sirnilairs à I'sssâi non dr:afué, si m sait qu'rm sol a &Ë
isæopiryment oonsolidÊ au poist A rur la murte & omssli&ion rcrmale et a eüê

;'"* etsrdûÊ smis au cisailkment &airÉ ef on sait enc(Fe qüÊ son point e ngrre, B, est à
l'idersætion du plan dmiæ â traners À avec la ligne d'ëtat critiqræ- De la figurc {38}
q = Nf-ÿ*) et orl sait qræ {tr 

: À#p'

-'.3tfr'-rà) =ipr' o-ràd p'==s et ç= #
[æ rmlume sBecifirye U * n§1: 

:.fl 
tu êfre oünerru & Ia frsnulc :

yr = r-lr*,s{l}= r-ff*s{ ++ f
\J-Â/.r I

Exempk 2
" [.In oc&altillon d'aryile Étrit sormris à utrc mlrsolidmisr nomale isotupiq'm à rgle
cçrlraiüÈ de 350kliEffi, I-"fuhætillm €,uit ætriæ cisaith dæs tu et fuid.
ûftermiuer tes vatcurs de q, p' ef v â Ia upmrc si tes popri#s & t'argite sont :
M:0.89;N:2-87 ; t:2.76; ê:0.16
§olutiot
q=3tuÿol§:#f):{3x0.S9x3.50y{3S.S}-:,l,l3k}.I&nr

§ = q ! A,{ : {43ilt},$9 : 4§8k§ffi" ÿ-r : I - rTLrB lË ? = 2.7* - O. }6IÆ949$} : I -?'J

-q.-



Exercice N" OL

Un échantillon cylindrique de sol de 100 mm de diamètre et 200 mm de

longueur est soumis à une essai de cisaillement drainé, les contraintes

principales appliquées sont: ol et ol, = oj. Les déplacements axiaux et

radiaux sont lmm et -0.08mm, respectivement. Le sol est considéré

isotropique et élastique, avec un coefficient de Poisson 19 - 0.40. On
prendra un module de YounB, E:64000kPa. Déterminer:

1- les déformations principales €t , tz et t3i
2- les contraintes principales o{ et o!, et o!.
3- Déduire le module de cisaillement et le module de déformation

volumétrique.

Exercice N" 02
Les paramètres suivants sont connus pour une argile normalement

consolidée: N :2.50, 7 = 0.L3, I :2.42 et M: 1.36.

Estimer les valeurs du déviateur, de la contrainte moyenne effective et

de I'indice des vides à la rupture dans les essais triaxiaux drainés et non

drairrés, respec"uivement, sur des spécimens d'argiie consoiidée sous une

contrainte radiale ol : 300kN /m2.

Exercice N" 03

Un échantillon d'argile est consolidé isotropiquement sous une contrainte

de confinement o3 - 1,50 kPa. Pour M:0.95, N: 2.50,7 = 0.2,

rc - 0.04 et t9 = 0.15, tracer la surface de charge initiale pour le modèle

de Camclay rnodifié.

(t+u){I-Zr)
[1-v ] r,
I

I u I -l, v

L u ? l-u l{'i}{ii}:
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19O cHAPTER 8 srREss PATH

EXAMPTE 8.1 Calculating Sfress and Strain lnvariants forAxîsymmetdc Loading

A cylindrical sample of soil 50 mm in diameter and 100 mm long is subjected to an axial effective principal stress of
400 kPa and a radial effective principal stress of 100 kPa.The axial and radial displacements are 0.5 mm and -0.M mm,
respectively. Assuming the soil is an isotropic, elastic material, calculate (a) the mean and deviatoric stresses, (b) the
volumetric and shear (distortional) strains, and (c) the shear, bulk, and elastic moduli.

Strategy This is a straightforward problem. You only need to apply the equations given in the previous section.

The negative sign for the radial displacement indicates an expansion

Solution 8.1

Step 1: Calculate the mean and deviatoric stresses.

*
_-:-*' l

ül

ol. = o',: 400 kPA oL : oi: 100 kPa

(a)

400+2x100 : 200 kPa

' q - 4' = o', - o'r:400 :- 100 = 300 kPa

Step 2:* Calculate the'voiumetric and shear strains.

. o| + 2o|e': 3

Az = 0.5 mm, Ar = -0.04 mrn, r = 5012: 25 mru ,L : 100 mm

(b)

Az 0'5tz:tr:î:100:0.005

A,r -0 04
t, = E3 -;î = -0.0016r25
ei : e, t 2e, =0.005 - 2 x 0.00L6 : 0.0018 : 0.18%

))ei: i@, - e,) ::(0.005 + 0.0016) : 0.00,14 :0.44"/o
' 3 - J

Step 3: Calculate the moduli.

(c)

K':l=offi=111,111kPa

s300G : îr" = 
3 x oJo44 

: 22'727 wa

EI'u = ;7;-:-;i and ,'=ffffi=ffi2(7 + v,)

,', E' = 2G(1 * u') = 2 x 22,727(l+ 0.4) = 63,636kpa
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Solution 11.3

Step t Find the major principal stress at failure.

(o)r= (oi - oj) * ol = 140 + 120 = 260kPa

§tep 2: Findp/.

. /o|+2oâ\ 260+2xl2Ooi:\--, =), 3 :t66.7kPa

Step 3: Find ô1.

oi - o\ 140

ol + o't 260 + 120

Step 4: Find M" and M".

6sinÔâ 6 x 0.37M": 
3 - stnôâ 

= ,: ori: o'8a

6sinÔL 6 x 0'37
M, = t; sinil 

: 
3J o; = 0'66

Step 5: Findqyforextension.

t,=ffix 140: 11okPa; oi= #= ** = !66.7kPa

EXAMPLE 11.4 Determînation of \,R, and er
A saturated soil sample is isotropically consolidated in a triaxial apparatus, and a selected set of data is shown in 

lthe table. Determine À, r, and er.

Condition Cel! pressure (kPa) Final vold ratlo

Loading 200
1000

Unloading 500

1.72
1.20
1.25

Strategy Make a sketch of the results in (ln p' ,e) space to provide a visual aid for solüng this problem.

Solution 11.4

Step t Make a plot of ln p' versus e.

See Figure E1L.4.

Step 2: Calculate À.

From Figure E11.4,

Ae 1.20 - t.72l:--=--=0.32" ln(pj) - ln(pi) 6.e1 - s.3
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\ 1,= 0'32

x=0 7+\

FAII.URE SÎRESSES FROM,THE CRITICAL SÎATE MODEL

.9
g
Po

1.8

1,7

1.6

1.5

L.4

1.3

t.2

1.1 r
4

FIGURE E11.4

§tep 3: Calculate rc.

From Figure E11.4,

^:-ffi^:-ffi=0"

spi
lnp'

Note;Flgure E.1.1.4 is not a semilog (base e) plot.The abscissa is lnp'.If the data were plotted on a semilog
(base e) plot, then

ln(pj) , u (pâ)

t.20 - 1.2s
= -75; - *r: o'Ü

e: co+ (À - *)h+ + xhp'o

S!t* Calarlateel.

:"iiiniÈti+ii1 .- o,o:)rnS * 0.ü/1n500 = 3.z+
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