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Chapitre 1: Rappels mathematiques

1-1-L'analyse dimensionnelle (les équations aux dimensions):
1-1-1 Introduction :

L'analyse dimensionnelle est une méthode pratique permettant de verifier
I'nomogénéité d'une formule physique a travers ses équations aux dimensions, c'est-a-
dire la decomposition des grandeurs physiques qu'elle met en jeu en un produit de
grandeurs de base : longueur, durée, masse, intensité électrique, etc., irréductibles les
unes aux autres.

L'analyse dimensionnelle repose sur le fait qu'on ne peut comparer ou ajouter que des
grandeurs ayant la méme dimension ; on peut ajouter une longueur a une autre, mais
on ne peut pas dire qu'elle est supérieure, ou inférieure, a une masse. Intuitivement, il
est clair qu'une loi physique ne saurait changer, hormis dans la valeur numérique de
ses constantes, au simple motif qu'on I'exprime dans d'autres unités.

les physiciens ont défini un systéme international, le S, dont I'usage est en principe
obligatoire. Ce systeme définit, a partir de phénomenes physiques, une unité pour
chaque dimension de base:

1-1-2 Les grandeurs physiques de base :

sept grandeurs de base du systeme international

Grandeur Symbole dimensionnel

masse

longueur

intensité électrique

température

intensité lumineuse

M
L
temps T
|
0
J
N

quantité de matiére

e M: lamasse. Son unité est le kilogramme (kg)

L: la longueur. Son unité est le metre (m)

T: le temps. Son unité est la seconde (s)

I: I'intensité électrique. Son unité est I'ampere (A)

®: la température thermodynamique. Son unité est le kelvin (K)
J: I'intensité lumineuse. Son unité est le candela (cd)

N: la quantité de matiére. Son unité est la mole (mol)

Le tableau suivant donne la définition actuelle de ces 7 unités de base.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Physique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Grandeur_physique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Longueur
https://fr.wikipedia.org/wiki/Temps_(physique)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Masse
https://fr.wikipedia.org/wiki/Intensit%C3%A9_%C3%A9lectrique
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Definition

Le métre est la longueur du trajet parcouru dans le vide par la lumiére pendarnt une durée de
1/299 792 458 de seconde. (1983)

Le kilogramme est la masse du prototype en platine iridié, déposé au Bureau International
des Poids et Mesures. (1889)

La seconde est la durée de 9192631 770 périodes de la radiation correspondant a la
transition entre les deux niveaux hyperfins de I'état fondamental de I'atome de césium 133,

LU'ampére est l'intensité d'un courant constant qui, maintenu dans deux conducteurs
paraliéles, rectilignes, de longueur infinie, de section drculaire négligeable et placés a une
distance d'un métre I'un de I'autre dans le vide, produirait entre ces conducteurs, une force
égale & 2.10-7 newton par métre de longueur. (1948)

Le kelvin est égal a la fraction 1/273,16 de la température thermodynamigue du point triple

Le degre Celsius est égal au kelvin.

La mole est la quantité de matiére contenant autant d ‘entités élementaires qu'il y a d'atomes
dans 0,012 kg de carbone 12, (1971)
La mole (mol) est I'abréviation de molécule par gramme.

Nature Unité | Symbole
Longueur métre m
Masse kilogramme ~ KQ
Temps saconde S
{1967) précision : 10-12
Courant électrique ampére A
Température kelvin K
de l'eau. (1967)
Quantité de matiére mole mol
Intensité lumineuse | candela cd

1-1-3 Les grandeurs dérivées :

La candela est l'intensité lumineuse, dans une direction donnée, d'une source qui émet une
radiation monochromatique de fréquence 540.1012 hertz {longueur d'onde 0,555 pm) et
dont l'intensité énergétique dans cette direction est 1/683 walt par stéradian. (1979)

Une grandeur dérivée est ainsi une grandeur dont la dimension est liée & au moins une
des sept grandeurs de base. Une loi physique exprime le lien entre une grandeur
dérivée et les grandeurs de base (ou d'autres grandeurs dérivées). Son énoncé impose
une certaine équation aux dimensions.

Grandeur

ra

Expression

angle plan radian d 1 mfm
angle solide stéradian sf 1 m2im2
fréguence hertz Hz 151
force neawton M 1 kg.mis2
pression, contrainte pascal Fa 1 MN/m2
eénergie, travail, qguantité de chaleur joule J 1 M.m
puiszance, flux énergétique watt w 1.Jfs
charge électrique, quantité d'électricita coulomb C 1As3
patentiel électrigue, différence de potentiel, vialt W 1 WA
tension, force électromaotrice
capacité électrique farad F 1CN
résistance électrique ahm L8] 1 W/A
conductance électrique slemens 5 11
flux dinduction magnétique weber Wh 1V.s
induction magnétique tesla T 1 Whim2
inductance henry H 1 Wha
température Celsius degré Celsius = 1K
flux lurmineux lurmen Irm 1 cdfsr
&clairement lux Ix 1 Im/m2
activité d'un radionucléide becquerel Bg 151
dose absorbée, énergie massique communigueés, gray Gy 1 kg
kerma, indice de doss absorbée
éguivalent de dose, indice d'éguivalent de dose sigvert Sw 1 Jkg


https://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_physique
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La dimension d'une grandeur dérivée est dite « simple » lorsqu'elle n'est liée qu'a une
des sept grandeurs de base. Par exemple, la dimension de la superficie est simple : elle
n'est liée qu'a la longueur et correspond au carré d'une longueur. La dimension d'une
grandeur dérivée est dite « composée » lorsqu'elle est liée a au moins deux des sept
grandeurs de base. Par exemple, la vitesse est le rapport d'une longueur par une durée.

1-1-4 Ecriture d'une équation aux dimensions :
Deux regles principales sont a respecter

-Dans les expressions littérales, on peut remplacer les grandeurs par leurs unités.
L’unité de la grandeur sera notée : [grandeur]. Ex : [tension] = V ou [distance] = m
etc.

-Remarque : en toute rigueur, la notation [grandeur] désigne la dimension de la
grandeur (pas exactement son unité...).

Lors d’analyses dimensionnelles, le chiffre 1 est synonyme de « sans unité ».

-Soit G une grandeur physique. Sa dimension est notée [G]. Par exemple, si G est une
longueur, on écrira : [G] =L

-L'équation aux dimensions d'une vitesse v est : [v] =LT*

On démontre que la dimension d'une grandeur physique g quelconque peut s'écrire sous la
forme du produit des 7 grandeurs de base G;, chacune de ces grandeurs étant affectée d'une
puissance o; pouvant varier entre 0 et n (n appartenant a Q),

ce qui se symbolise par: [g] = PG/

Nous avons vu des exemples plus haut de cette écriture. Elle est trés utilisée en analyse
dimensionnelle pour déterminer la dimension d'une grandeur a partir de la dimension d'une
grandeur connue. L'équation nous ramene a la résolution d'un systéme généralement tres
simple.

-On en déduit I'écriture générale de I'équation aux dimensions de la grandeur G
[G] :Mul L(lz T(l3 I(l4J(15 O(l6 N(I7
-L'équation aux dimensions d'une grandeur G sans dimension se recuit a :
[G]=1

-Lorsque les dimensions a droite et a gauche de 1’équation sont identiques, on dit que
cette équation est homogeéne.

-Toute equation non homogeéne est nécessairement Fausse.
-Toute équation homogeéne est juste, sinon pertinente.

-Exemple Retrouver dans quelles unités SI s’exprime une force ?
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— La physique nous dit qu’une force est le produit d’'une masse par une
accélération, soit F=my

Solution

D’autre part, une accélération est une vitesse par unité de temps : m/s>  sa
dimension est [y ] =L.T

En combinant avec la masse, on obtient, pour la force :
[F]=M.LT?2
La force s’exprime donc en kilogramme .métre par seconde et par seconde ( kg. m. s-9).
On retrouve cette valeur dans le tableau des unités dériveées.

Cette unité compliquée, le kilogramme metre par seconde et par seconde s’appelle le
Newton(N), en I’honneur de ce grand homme

Nous savons que la physique du pendule simple (sans amortissement ni forgage) est
gouvernee par sa longueur |, sa masse m et I'accélération de la pesanteur g. Nous
pouvons donc supposer que les trois dimensions indépendantes de ces grandeurs
interviendront dans I'expression de la période T du pendule.

Comme nous l'avons appris plus haut, nous pouvons donc écrire I'équation aux
dimensions:

[T] = [**[m]™[a]". (1)
Nous savons que T est homogéne a un temps. Nous savons aussi que la dimension de
g est L* T Ce qui me permet d'écrire en employant les valeurs standards des
dimensions
T = Lo*MP*(L*T?).
Pour obtenir I'nomogénéité de I'équation, j'ai donc le systeme:
=0 at+y=0 2%y =1

Sa résolution est des plus simples. Nous obtenons o = 1/2 et y = -1/2, ce qui reporté
dans I'équation (1) donne:

[T] = [11"2*[g] % soit T = k*(l/g)*

ce qui est bien I'ordre de grandeur attendu, la constante k ne pouvant étre déterminée
par cette méthode !

1-1-5 Calcul de petites variations :
Le calcul de petites variations se fait en utilisant les differentielles ou différentielles
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logarithmiques. Les petites variations peuvent étre positives ou négatives. Les

exemples simples suivants montrent 1’utilisation des différentielles pour calculer des

petites variations.

Exemple

: Déterminer la variation de la période 8T d’un pendule simple, suite a une petite

variation de la longueur du fil 81, I’intensité de la pesanteur g étant constante et

connue avec une bonne précision.On supposera que 1’on a des petites oscillations.
T=2=r (L/g)"?

Solution

1-2 : Erreur et incertitude :

La physique travaille continuellement avec des approximations. Une des raisons en
est que toute mesure d’une grandeur quelconque est nécessairement entachée d’erreur.
11 est impossible d’effectuer des mesures rigoureusement exactes.

Pour prendre conscience du degré d’approximation avec lequel on travaille, on fait
I’estimation des erreurs qui peuvent avoir été commises dans les diverses mesures et
on calcule leurs conséquences dans les résultats obtenus. Ceci constitue le calcul
d’erreur, ou calcul d’incertitude.

1-2-1 : 1Erreur :

L’erreur est la différence entre la valeur mesurée et la valeur vraie de la grandeur que
I’on mesure.

Il existe deux types d’erreurs :

- Les erreurs accidentelles (ou erreurs experimentales) (ou erreurs aléatoire) que 1’on
traitera de facon statistique ou probabiliste : par exemple, la mesure répétée de la
période d’un pendule avec un chronomeétre manuel donne des valeurs 1égerement
différentes ;

- L’erreur systématique est une erreur qui va se reproduire a chaque mesure (un biais) : par
exemple, si la voie 1 d’un oscilloscope n’est pas mise a zéro initialement, la valeur d’une
tension mesurée sur cette voie sera systématiquement entachée de la méme erreur.

1-2-1 -1: L’erreur absolue 0X :
Par définition I’erreur absolue d’une grandeur mesurée est 1’écart qui sépare la
valeur expérimentale
de la valeur que I’on a de bonne raison de considérer comme vraie. Prenons par
exemple la vitesse de la lumiére dans le vide. La valeur considérée actuellement
comme vraie est :

Co =299 792 [km/s]
Si un expérimentateur trouve, lors d’une mesure

5
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C =305 000 [km/s]
on dit que I’erreur absolue de son résultat est:  dC = C-Co = 5208 [km/s]
1-2-1-2: L’erreur relative
Par définition I’erreur relative est le quotient de 1’erreur absolue a la valeur vraie :
Erreur relative: 0C/Co= 5208 [km/s]/ 299 792 [km/s]= 0,0174 =1,7 %
L’erreur relative n’a pas d’unité ; elle nous indique la qualité (1’exactitude) du résultat
obtenu. Elle s’exprime généralement en % (pour cent).
On voit clairement qu’il n’est possible de parler d’erreur que si 1’on a a disposition
une valeur de référence que I’on peut considérer comme vraie.

1-2-2 : Incertitude :

Lors de la plupart des mesures physiques, on ne posséde pas de valeur de référence,
comme celle dont nous venons de parler. Lorsqu’on mesure la distance de deux
points, ou ’intervalle de temps qui sépare deux événements, ou la masse d’un objet,
on ne sait pas quelle est la valeur exacte de la grandeur mesurée. On ne dispose que de
la valeur expérimentale. Néanmoins, par une critique objective des moyens utilisés
pour faire la mesure, on peut se faire une idée de I’« erreur » maximale qu’on peut
avoir commise, « erreur » que 1’on appelle de fagon plus appropriée incertitude.

1-2-2 -1 : Différents types d’incertitudes :

On distingue deux types d’incertitudes appelées incertitudes-types car exprimeées a
I’aide d’un écart-type :

-L’incertitude de type A- Les erreurs accidentelles (ou erreurs expérimentales) (ou
erreurs aléatoire)- est une incertitude de type statistique : on répéte un certain nombre de
fois la mesure de la grandeur cherchée, on donne un résultat qui est la valeur moyenne des
valeurs mesurées et une incertitude calculée statistiquement ;

-L’incertitude de type B- L ’erreur systématique- est une incertitude qui n’est pas statistique.

1-2-2 -2 : L’incertitude absolue AX :
L’indication compléte du résultat d’une mesure physique comporte la valeur qu’on
estime la plus probable et I’intervalle a I’intérieur duquel on est a peu pres certain que
se situe la vraie valeur.
La valeur la plus probable est en général le centre de cet intervalle. La demi-longueur
de celui-ci est appelée incertitude absolue de la mesure.
Ainsi, si I’on désigne par x la valeur la plus probable de la grandeur mesurée G, par 0
x la vraie valeur (qui nous est inconnue) et par Ax I’incertitude absolue, on a :

X-AX < Xg <X+ AX
Sous une forme condensée, le résultat de la mesure s’écrit :

G =X £ AX

Exemples :
1) La longueur d’un objet est de 153 £ 1 [mm] .
Cela signifie qu’avec une incertitude absolue AL = 1 [mm], la valeur exacte est
comprise entre 152 [mm] et 154 [mm].
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2) La température d’un local est de 22 £ 1 [°C].

Ici I’incertitude absolue A6 =1 [°C], ¢’est-a-dire que 1’on garantit que la température
n’est pas inférieure a 21 [°C] ni supérieure a 23 [°C].

Remarque :

Lorsqu’on mesure une grandeur (longueur, temps, masse, température, ...), on peut
considérer — pour simplifier - que I’incertitude absolue correspond a la plus petite 1-2-
2 -2 graduation de I’instrument de mesure utilisé.

1-2-2 -3 : L’incertitude relative :

L’incertitude absolue, lorsqu’elle est considérée seule, n’indique rien sur la qualité de
la mesure. Pour juger de cette qualité, il faut comparer I’incertitude absolue a la
grandeur mesurée. Le rapport de ces grandeurs est appelé incertitude relative.

Incertitude relative : AX/X

Comme pour I’erreur relative, I’incertitude relative est un nombre pur (sans unité),
pratiquement toujours beaucoup plus petit que 1, que I’on exprime généralement en %

1-2-3 : Calcul d’incertitude :
En physique expérimentale, les grandeurs que 1’on mesure sont généralement utilisées
pour déduire des résultats par des calculs. Il est alors intéressant de savoir de quelle
maniére les incertitudes des mesures se répercutent sur les incertitudes des résultats.
a) Addition et soustraction
Supposons que la grandeur cherchée R soit la somme de 2 mesures A et B :
R=A+B
Dans ce cas I’incertitude sur le résultat est :
AR=AA+ AB
Il en est de méme pour:R=A—-B
— Dincertitude absolue sur une somme ou une différence est la somme des
incertitudes
absolues de chaque terme.
Exemple : Un récipient a une masse m =50 £ 1 [g]. Rempli d’eau, sa masse vaut :
M=200+1[g].
La masse d’eau qu’il contient est donc : Mgy =M -m
En appliquant la régle ci-dessus : A meggu, =AM+ Am=1+1=2 [g]
il s’ensuit que : mey, = 150 £ 2 [g]
b) Multiplication et division
Supposons maintenant que la grandeur cherchée R soit le résultat du calcul suivant :
R = (A .B)/C
ou A, B et C sont des grandeurs que 1’on mesure.
Dans ce cas I’incertitude relative sur le résultat est :
AR/IR =AA/A +AB/B +AC/C

— Dincertitude relative sur un produit ou un quotient est la somme des incertitudes
relatives de chaque terme.
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L'incertitude absolue :

L'incertitude absolue correspond a I'estimation de I'erreur que fait I'expérimentateur
lorsqu'il effectue une mesure.

Cela signifie que le résultat experimental de la mesure est Xex, mais que I'étude des
causes d'incertitudes (appareils, méthode, lecture...) nous conduisent a penser que la
valeur exacte (X) ne peut pas s'écarter de plus de ?x de cette valeur. ?x représente
I'incertitude absolue de la mesure.

La valeur exacte est comprise entre X - AXx et X + AX
On peut écrire: Xexp - AX <X < Xeyp + AX

Ce qui peut se traduire schématiquement par :

s - L1 - X Kewo + Lix

SRR T Pt

L'incertitude relative :

L'incertitude relative (Ig) est le rapport entre l'incertitude absolue (?x) et la valeur
exacte (X). Or, cette valeur (X) n'étant pas connue, elle est approchée par la valeur
expérimentale (Xexp).

AY AXY
IQ__A"C_

XX,

L'incertitude relative nous donne une idée de la précision de la mesure et peut étre
exprimeée en pourcent.

Fidélité de I'appareil de mesure :

Un appareil est fidéle lorsqu'il donne toujours le méme résultat pour une méme
mesure. C'est une qualité primordiale. Un appareil qui n'est pas fidele n'a aucun
intérét.

Résolution :

La sensibilité d'un appareil est la plus petite variation de mesure qu'il peut déceler. Ne
pas confondre la résolution d'un appareil avec l'incertitude absolue.

Justesse :
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Un appareil est juste si la différence entre la mesure qu'il indique et la valeur exacte
(inconnue) ne dépasse pas l'incertitude prévue.

Ce n'est pas une qualité primordiale, parce que I'appareil faux provoque une erreur
systématique qu'il est possible de corriger lorsqu'elle est connue.

Précision:

Une mesure est précise lorsque la dispersion des mesures expérimentales successives
est faible.

Appareil de mesure précis mais faux Appareil de mesures juste et précis

Appareil de mesures juste mais non précis Appareil de mesures faux et non précis

1-3 : Les vecteurs :
1-3-1 : Définition :

Un vecteur, par définition, est ce qui caractérise une translation. Une translation est
un déplacement rectiligne sans rotation.

L’image d’un point C par la translation de vecteur ~ (AB) est le point D tel que ABDC
est un parallélogramme.
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Translation

La translation qui transforme un point A en un point B est la translation de vecteur ~
(AB)

Attention : il s’agit du parallélogramme ABDC et non ABCD.
Caractérisation d’un vecteur .

Un vecteur se caractérise par :
» Sa direction » son sens » sa longueur

1-3-2 : Notion de vecteur de I’espace :

La notion de vecteur du plan se généralise sans difficulté a I’espace.
Soient A et B deux points distincts de I’espace.

—

Le vecteur AB est parfaitement déterminé par

- sa direction : celle de la droite (AB),
- son sens : de A vers B,

R ——

- sa norme : la distance AB aussi notée I 4B]]. AB
A

Les vecteurs de I’espace ont les mémes propriétés que les vecteurs du plan.
Vecteurs égaux :

Deux vecteurs égaux sont deux vecteurs qui ont méme direction, méme sens et méme
longueur.
Soient A,B,C et D quatre points de I’espace.

B Cc
Les deux vecteurs non nuls 4B et CD sont égaux.
- si et seulement si ils ont méme direction, méme
A D

sens et méme longueur,
- si et seulement si ABCD est un parallélogramme.

AB=CD
Vecteurs opposés : B

Soient A,B,C et D quatre points de I’espace.

Les deux vecteurs non nuls  AB et €D sont

opposés si et seulement si ils ont méme direction, A
des sens opposes et méme norme. D
_—r _—

AB=—CD

10
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—

Les deux vecteurs 4B et (D sont Opposés

si et seulement si les vecteurs 4B et DC sont égaux.
AB=-CD < AB=DC

Somme de deux vecteurs :

Soient ¥ et V deux vecteurs de I’espace.
Comme les vecteurs ¥ et V sont coplanaires,

on peut obtenir lasomme ¥ + V de ces deux vecteurs
en utilisant les deux méthodes utilisées dans le plan :

- la regle du parallélogramme,
- la relation de Chasles.

Régle du parallélogramme :

u=AB
v=AC
u+v=AD
ou D est le point tel que ABDC est
un parallélogramme.
Relation de Chasles :
AB+BC=AC

Produit d’un vecteur par un scalaire :

11
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1-3-3 : Algebre vectorielle :

Soit  # un vecteur de I’espace et soit k un nombre réel.

On définit le vecteur & u de la facon suivante :

-> Si k=0 alors ku=0u=0

> Sj ;l=6a|ors ku=0u=0

-> Si k+0 et u#0 alors & u est le vecteur qui a :
- méme direction que u .

- méme sens que ¥ si k>0 et sens contraire a celui de ¥ si k<0

pour norme celle de; # multipliée par |K]| :
e = Vel e

Produit d'un vecteur par un scalaire :

ki -
i
i

k>0 keu
k<0

Calcul vectoriel :

L’addition des vecteurs et la multiplication d’un vecteur
par un scalaire dans I’espace ont les mémes propriétés
gue dans le plan.

Soient # et V deux vecteurs de I’espace et k et k’ deux nombres réels.
Alors

12
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(k+k"\u=ku+k'u
ke (w+v) = keu+ kv
k(') = (kY

Vecteurs colinéaires :
Deux vecteurs de I’espace sont colinéaires si et seulement si ’un des deux est le
produit de 1’autre par un scalaire

— —

0= 0u.

1) Le vecteur nul est colinéaire a tout vecteur ¥ car

2) Deux vecteurs non nuls sont colinéaires si et seulement si ils ont la méme direction.

Vecteurs colinéaires et droites

Soient A et B deux points distincts de I’espace.
Un point M de I’espace appartient a la droite (AB)

[

si et seulement si les vecteurs AM et AB sont
colinéaires.

Onadonc:
le point M appartient a la droite (AB) si et seulement si
il existe un nombre réel t tel que :

AM =1tAB

Vecteurs colinéaires et droites

Soient A, B, C et D quatre points de 1’espace.

.

- Les deux droites (AB) et (CD) sont paralleles si et seulement si les vecteurs AB et
CD  sont colinéaires.

- Lesvecteurs AB et CDsont colinéaires.

13
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Les deux droites (AB) et (CD)
sont paralléles.

B (CD)

(AB)

Vecteurs unitaires :

Les vecteurs unitaires dont la longueur est I’unité de longueur sont appelés vecteurs
unitaires. Si V1 est un vecteur de longueur V1 >0, alors V1 /V2 = u est un vecteur
unitaire de méme direction que V1 et V2 = V1.u.

Vecteurs unitaires orthogonaux :

Les vecteurs unitaires orthogonaux i, j et k sont des vecteurs unitaires
perpendiculaires deux a deux qui sont dirigés positivement le long des axes ox, oy et
0z d’un systéme d’axes orthogonaux.

Nous utilisions un triedre direct. Le sens d’un angle est donné par la relation d’un tire-
bouchon qui tourne d’un angle de 90° de ox a oy : si le triedre est direct, le tire
bouchon avancera dans la direction de oz. En général trois vecteursV1, V2 et V3 non
coplanaires et de méme origine sont dits former un triedre si un tire-bouchon qui
tourne d’un angle inferieur a 180°, de V1 vers V2 avance dans le sens de V3.

Composantes des vecteurs :

L’origine de tout vecteur OM=V dans I’espace a 3 dimensions peut étre 1’origine O
d’un systéme d’axes orthogonaux.

Soient (X, y, z) les coordonnées rectangulaires de I’extrémité du vecteur V d’origine
O. les vecteurs composantes du vecteur V respectivement dans les directions x, oy et
0z. X, Yy, Z sont appelés composantes de V suivant respectivement les axes ox, oy et
0z. La somme ou résultante de x. i, y. j et z.k est le vecteur V, ce qui 1’on peut écrire :
V=x.i+y.j+zk,lemoduledeVetV=(x2+y2+z2)"

|
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Produit scalaire de deux vecteurs colinéaires

Le produit scalaire de deux vecteurs et i+ colinéaires et de méme sens est le produit
des normes de et v

Le produit scalaire de deux vecteurs et v colinéaires et de sens contraires est
I'opposé du produit des normes de et +

Le produit scalaire de deux vecteurs et v est noté . v

Produit scalaire de deux vecteurs quelconques

Soient et ¥ deux vecteurs quelconques :
% ¥=u ¥ ou westlaprojection orthogonale du vecteur sur le vecteur ¥ .
Remarque, on pourrait définir de la méme facon :

# ¥= 4 v' avec v'est la projection orthogonale du vecteur 3 sur le vecteur .

N

v

e Propriétés sur le produit scalaire :

quelque soient les vecteurs &, ¥, wettoutréelaona:
) Vi =a7

2) & (FH+w)=F V44w
3) & -(a¥)=a(d V) = (ad) -V
) Fv=0=glv
5y Z.0=0
6) &* =
N @5 = ] Flleos @)
DT R . .
3 u-v=§(”u+v”2—”u”2—”v”2)

o Les propriétés 7) et 8) sont des définitions possibles du produit scalaire
de deux vecteurs et v .
o Expression analytique du produit scalaire dans le plan muni d'un
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repére orthonormal ¢+ +J)

Si(x;y)et(x';y")sontles coordonnées respectives
des vecteurs Zet¥ dans la base orthonormale (7 ; /) alors: & % =x X'

+yy

o Expression analytique du produit scalaire dans I'espace plan muni

d'un repére orthonormal (O; 7 7: %)

Si(x;y;z)et(x';y';z") sontles coordonnées respectives
des vecteurs et % dans la base orthonormale (7 ; J; &) alors: & ¥ =

xX'+yy +zz7'

produit vectoriel :

—

Le produit vectoriel de deux vecteurs L/et V', estun vecteur W, notée W =U AV

de:

—- = = =

e direction: W L Uet W L V
@.7.W)

e sSens:triedre .~ * " * " Jdirect

e Norme: |

Wi =V [ sin(0.7)]

(L W— ——
est l'aire du parallélogramme construit sur les représentants (?Aet (?Bdes

- =
vecteurs Uet V. En effet,
parallélogramme devient :

onxat = [7] [T |sn (7.7)|

Forme analytique :

AH = OAsinf = ”I’f” | sin (E’f?)|

et l'aire du

- =
En posant U Uy, Usgr Vo Vi Vijeg composantes respectives de Uet Vdans la

SRR
base orthonormée ( %) e produit vectoriel de ces deux vecteurs est le vecteur

défini par la relation :

W=TUAV=(U,V, - UV, +(UV, - UV.)j+ WUV, - UV, )k

sachant que :

—F

=k jak=1 kA

.l
L

-+
I

Ell

=]

"--....J_

A

—F

=jAnj=knk=

]
.l

=

A

Disposition pratique :
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U, V. UV. - UV,
U M V = U_'p M LJ'_'I." = U_-: v_y_' - U_[ V:
'r-"r:_ V:_ U.l‘ V_r - 'r-"r_r V.r

Pour obtenir les composantes du produit vectoriel :
1. Ajouter dans chacune des colonnes des composantes de U et de Vles composantes
sur 7 et .r’

2. Effectuer la différence des "produits en croix"

Propriétés de la multiplication scalaire :
I - —

Non Commutativité : U A V ==V A U
.—.’

(?I+ V)hﬁ:?fﬁW+?Aﬁ
(rr?') (ﬁ = (uﬁ)(?fﬂ V (rr eH. B ERX)

Bilinéarité :
Relation :

—

- =
UAV=0siU=0ouV=0ou vl v

Double produit vectoriel

On appelle double produit vectoriel entre trois vecteurs U/, Vet Wle vecteur Dou

.—_’
[D'défini par :

B:ﬁnﬁnw (ﬁw

Leswectewrs eny sott dars
le meme plan
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Le produit vectoiel ﬁ VA ﬁe%@r@eﬁté;par un vecteur perpeﬂdiculaire au
plan défini par et y; K Lﬁ,vecteur _D’ perpendiculaire a  se trouve dans
le plan de@\/ecﬁurs et . Le vecteur est donc une combinaison linéaire des
vecteurs et

— — —
D=aV +pWaeco=U-Wet 8=-U-

<l

Dans le cas de la base orthonormée directe (? ; E)nous avons :
(:ﬂj)hi —(Anjn;—(;nf)ﬂ =0
((Ani=7s(in)nj=-i etc..

Exemple :
Dans un repére Ry fixe, rapporté a une base orthonormée (O, i, j, k), on considere les

deux vecteurs suivants :

> > -»> > >

V1= 2f|'+ﬁ'+k et V,= 4f|’-tj —tk outest le temps.
> > >

Calculer d(V1.V,)/dt et (dVixVa/dt :

1. Par le calcul direct
2. En utilisant les propriétés de dérivée vectorielle.

Propriétés du produit mixte

Non commutativité : m?ﬁ) - _(?V??’r)

_)
Multilinéarité par rapport a chacun des vecteurs : cas du vecteur {J

(@ + W) - (0.V.7) + (32.7.7)
(eU. V. W)= o(U.V.W)
Les operateurs différentiels:

On donne les expressions suivantes des opérateurs mathématiques gradient,
divergence et rotationnel, en coordonnées scalaires dans un espace a trois

dimensions. Tous ces opérateurs sont construits a partir de I'opérateur fondamental

Nabla : i
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Simplement appliqué a un champ scalaire P(x,y,z), I'opérateur nabla donne le gradient

du champ. Le gradient obtenu est lui un champ vectoriel.

I - -
apP
ox
apP
)
aF
Bz

VP=

Gradient :

Le produit scalaire entre I'opérateur nabla et un champ vectoriel U (défini par ses trois
composantes : Ux(X,Y,z), Uy(X,y,z), et u,(x,y,z)), donne la divergence de ce champ
vectoriel. La divergence obtenue est elle un champ scalaire.

+8u2
Divergence : dx By 0z

Le produit vectoriel entre I'opérateur nabla et un champ vectoriel U (défini par ses

trois composantes : uy(X,y,z), Uy(X,Y,z), et u,(X,y,z)), donne le rotationnel de ce champ

vectoriel. Le rotationnel obtenu est lui aussi un champ vectoriel.

11l - -

a y du, ou,

ax | | 8y oz

?ﬁxﬁ:i u,|= ﬁu”—ﬁu"

&y dz X

ﬁ I, %_8%‘

_ dz gx 9y
Rotationnel : - -
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Série N°1 Rappels mathématiques

Exercice 1
Dans un repére R fixe, rapporté a une base orthonormée (O, 1, J, k), on considére les
deux vecteurs suivants :

—> —>
V= 3_|’+4Ij>-5_l? Vs = fr+ Z"‘ 67?

Représenter les deux vecteurs dans la base considérée.

Calculer leur module ; leur produit scalaire et leur angle.

Calculer les composantes (cgs;inus directeurs) de leurs vecteurs unitaires.
Calculer et représenter Vy +_\£2 o

Calculer le produit vectoriel V1 X V5.

arowneE

Exercice 2

N : (s . S o < .
Dans un repére Rg fixe, rapporté a une base orthonormée (O, i, |, k), on considere les
deux vecteurs suivants :

. »> —»>
V1= 2f|'+ﬁ'+l_<> et V,= 4f|’-fj>— tk outest le temps.
Calculer d(V.Vy)/dt et (dVixVo)/dt :

3. Par le calcul direct
4. En utilisant les propriétés de dérivée vectorielle.

Exercice3.

VVous mesurez la longueur, la largeur et la hauteur de la salle de physique et vous
obtenez les valeurs suivantes:

* longueur 10.2 + 0.1 m

s largeur 7.7 £ 0.08 m

* hauteur 3.17 £ 0.04 m

Calculez:

a) le périmétre

b) la surface du sol

c) le volume de la salle et donnez les résultats de vos calculs avec leurs incertitudes
absolues.

Exercice 4 :

La fréequence f de vibration d’une goutte d’eau peut s’écrire sous la forme :

f = kR%p".7", ol k est une constante sans dimension. R est le rayon de la goutte, p sa
masse volumique. t est la tension superficielle définie par une force par unité de

longueur. Déterminer par une analyse dimensionnelle les valeurs des paramétres o, 3
ety.
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