Université 08 Mai 45 Guelma, 2016/2019

Département de Mathématiques, 1°¢ année L.M.D-Maths-Info.
Matiére: Algebre 1 (Semestre 1)

Par I’enseignant: Dj. Bellaouar

1 CHAPITRE 4. Polynémes (Rappel de Cours)

Pour tout X € R, 'expression
f:X—a+uX+..+a, 1 X" +a,X"
est un polynéme.

On écrit aussi

n
P = ZaiXi; oun € Net (ag,a,...,a,) € R"
i=0

> n € N est appelé le degré du polyndéme, et noté d°p.
> Qp, Qp_1,...,a1 €t ag sont n + 1 réels appelés les coefficients du polynoéme.

> ag est appelé le terme constant.

Notation. Soit K=R ou C
K, [(X]={p=a0+aX+ . +a 1 X"+ a,X" (a;),-, €K}.

1.1 Division Euclidienne

Theorem 1 (Division Euclidienne) Soient A et B deux polynéomes, 3! deuz polynémes
(Q, R) (A signifie qu’il existe un et un seul) tels que:
A=B.Q+R ot R = le reste
d°R < d°B ’ Q = le quotient

Theorem 2 (Unicité du couple (Q, R)) Soient A et B deux polynémes tels que A =
BQ+ R, oud°R < d°B. Alors le couple (Q, R) est unique.

Proof. Supposons qu’il existe un deuxiéme couple (@', R') tels que
{ A=BQ+R ; { A=B.Q + R
d°R < d°B d°R' < d°B
Ce qui donne!
B(Q—-Q)=R — Ravecd® (R — R) <max(d°R,d°R") < d°B. (1)
D’autre part,
FBQ-Q)=dB+d(Q-Q)=d (R -R)
Par suite
d°B+d°(Q — Q") < d°B.
D’ou d®(Q — Q') = 0. D’apres (1)) on a Q' = @, et par conséquent R = R. =
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1.2 Division suivant les puissances croissantes

Soient A, B deux polynomes ordonnés suivant les puissances croissantes:
A=ay+u X+ .. +a, X", B=by+bX+..4+b,X".
Alors 3! deux polynomes (Q, R) tels que
A=BQ+ X*'R ond°Q < k; (k étant fixé a I’avance).
C’est la division Euclidienne de A par B a l'ordre k.

> () = le quotient d’ordre k.

> R = le reste d’ordre k.

1.3 Exemples

Exemple 1. Soient A = 1+ X et B = 1 + X?. La division de A par B a 'ordre 2 est
donnée par:

1+ X 1+ X2

1+ X2 1+ X —X?

X — X?

X+ X3

—-X - X3

—-X% - Xx*

X3+ x4

D’ou
1+ X =(1+X°)(14+X - X?) +X*(1+X).
A B. Q. R

Exemple 2. Pour A =1et B =1— X, on a la division de A par B a l'ordre 3 est
donnée par:
(1 _ 2 3 4
1=(1 X)(1+X+QX +X°) + X" x 11% :

De méme, la division de A par B a I'ordre n est donnée par:

o - 2 n n+1
1= (1 X)(1+X+XQ+...+X)+X ><11%

Ce qui donne
1 — Xt

=X XX =) X
— + X+ X4+ kz_;

Propriétés. Soient A, B et D trois polynomes dans K [X].



> A divise B & 3 Q € K[X]: B= QA < le reste de la division euclidienne de A par B
est nul.

> D = pged (A, B) det D divise A et D divise B,

> Si D est un pged de A et B, alors AD est aussi un pged de A et B (V 0 # X € K).

> D = pged (A, B) MG PN D divise A et B et 3 u,v € K[X]: Au+ Bv = D.

Exemple 3. On considére les deux polyndémes
A=X+3X* + X3+ X2 43X +1et B=X*+2X>+ X 4 2.

1) On détermine un D = pged de A et B.

A B
Xo43X L X3P+ X2 43X +1 X1+ o2XPiX 42
X5 _2X4— X2 _2X X+1

0

Xt + X3+ X +1
—X*—2X3-X -2
—-X3 -1
——
Ry
ie.,
A=BG:+ R (i)
Q1 =X+1,
R =-X3-1.

et aussi, on a
Xt42X34+X+2  —X3-1

—X*— X —-X -2
Q
2X3+2
—2X3 -2
L
Ro

ie.,

B=RiQ:+ Ry (ii)
Q2 =—-X — 27
R2 - 0

Maintenant, comme Ry = 0, alors D = R; (c’est le dernier reste non nul); i.e.,
D=—2°—-1.

C’est-a-dire que pged (A, B) = —a3 — 1.



2) Puisqu’on a pged (A, B) = D # constant, alors A et B ne sont pas premiers entre eux.
3) On détermine deux polynémes u et v dans R [X] tels que Au+ Bv = D.
D’aprés (i) on a A = BQy + Ry; or D = Ry, donc A = BQy + D; i.e.,
D=A-B@Qi=Ax1+Bx(-@Q1).
Dot D=Au+ Bv;otu=1letv=—-0Q; =—(X+1)=—-X — 1. Clest-a-dire que
D=-2"-1=Ax1+Bx(-X-1).
1.4 Quelques propriétés
Rappel. Soit P € K[X] et soit a € K.
> o est une racine de P & P (o) = 0.
> « est une racinede P < X —adivise P& 3 Q e K[X]: P=(X — o) Q.

Rappel. Soient P € K[X], o € K et m € N*.

> o est une racine de P d’ordre de multiplicité m & 3 Q € K [X]:P=(X—-—a)"Q et
Q (o) #0.

Sim =1, on dit que « est une racine simple de P.

Si m =2, on dit que «a est une racine double de P.

Si m = 3, on dit que « est une racine triple de P.

Si m =4, on dit que « est une racine quadriple de P.

> o est une racine de P d’ordre de multiplicité m & P(a) = Plla) = ... =

P (a) =0 et P (a) # 0.

Rappel. Soit P € K[X].

> P est irréductible dans K [X] &

{ P non constant

P ne décompose pas sous la forme AB avec A, B € K[X] et d’A>1et d°B>1
o { P non constant

Si P = AB,ou A, B € K[X], alors A constant ou B constant.

> P est irréductible dans R [X] A o p — 1 ou d°P = 2 avec A < 0.



Théoréme D’Alembert-Gauss (Théoréme Fondamental d’Algébre)

«Tout polynéme dans C[X] de degré n > 1 admet exactement n racines dans C».
Notons que ces racines ne sont pas forcément distinctes.

Equations des racines.

Soit P € C[X] (ou d°P =n > 1) défini par
P(X)=a, X" +ap 1 X" "+ ...+ a1 X +ao.

Soient oy, (g, ..., v, ses racines dans C (donc P (X) = a, (X —aq) (X —ag) ... (X — ay)).
Alors,

<«La somme des produits k a k des racines ay, @, ..., o, est égal & (—1)

1<k <n»
On a par exemple

Qp—k

; pour tout
n

> Si P(X)=ayX?+ a1 X +ag (az #0) et si a,ay € C sont les racines de P, alors

ai
a1+ ag = —a—
2
Qo
109 = —.
a2

> Si P(X) =a3X?+ a;X? +a1X + ag (a3 # 0) et si ag, s, a3 € C sont les racines de

P, alors
Q2
o]+ ag +ag = ——
as
a
a1 + a1y + iy = —
a3
Qo
1093 — ——.
a3

> Si P(X) =ay X+ a3 X? 4+ ax X2+ a1 X + ag (ag # 0) et si ay, g, as, ay € C sont les
racines de P, alors

4 a3
041+062+063+Oé4: —_
aq
az
Q19 + 13 + oy + Qo + oy + gy = —
aq
a1
Q10003 + (110l + 1y 30y + Qouzyy = ——
Qy
Qo
1930y — —.
\ a4

Rappel. Soit P € R[X]. Si a € C est une racine de P d’ordre de multiplicité m, alors
@ € C est aussi une racine de P d’ordre de multiplicité m.



1.5 Problémes avec solutions, voir la série N° 04)

Ex 01. Factoriser le polynome X4 — 1.

> dans C[X], X*—1=(X—-1) (X +1) (X —i) (X +1)
> Dans R[X], X*—1=(X-1)(X +1)(X?+1)

Reégles.

1. (a+b)°=a>4+b*+2ab, a®>—*=(a—bla+b

2. a®+0=(a+b)(a®* —ab+b?), a* —*=(a—0)(a®+ab+b?).
2 TD’s série N° 04

Exercice 01. On considére les deux polynémes
A=X"+3X*"+ X’ + X?+3X +let B=X"+2X"+ X + 2.
1) Déterminer un plus grand commun diviseur de A et B, i.e., D = p.g.c.d (A, B).
2) A et B sont-ils premiers entre eux 7

3) Trouver deux polynémes u et v dans R [X] vérifiant Au + Bv = D.

Exercice 02. Soient A = X% +2X3 — X? —4X —2 ¢t B= X%+ X3 - X? —2X —2
deux polynomes de R [X].

1) Déterminer un p.g.c.d D de A et B.

2) Trouver deux polynomes u et v de R [X] vérifiant I'identité Au + Bv = D.

3) Montrer que —1 est une racine de A; puis déterminer 1'ordre de sa multiplicité.

4) En déduire la factorisation de A et B en un produit de polynomes irréductibles dans
R[X].

Exercice 03. On consideére le polynéme P € R [X] définie par

P(X)=X"—2X*-6X®4+20X*— 19X + 6.
1) Montrer que 2 est une racine de P.

2) Montrer que 1 est une racine triple de P.

3) Factoriser le polynéme P en un produit de polynomes irréductibles dans R [X].

6



Exercice 04. Soit P € R[X] défini par

P(X)=X°"-3X"+2X° - 6X*+ X - 3.

Montrer que i est une racine double de P; factoriser P dans R [X].

Rappel. Soit P € R[X]. Si a € C est une racine de P d’ordre de multiplicité m, alors
« € C est aussi une racine de P d’ordre de multiplicité m.
Exercice 05.

1) Déterminer les réels a, b pour que le polynoéme P (z) = az® + bz? + 1 soit divisible par
(x—1)°.

2) Factoriser alors P en un produit de polynémes irréductibles dans R [X].
Exercice 06. (Sans déterminer les racines (!))

1) Factoriser X* + 1; puis X8 — 1 en un produit de polynémes irréductibles dans R [X].

2) Factoriser X® + 1; puis X'2 — 1 en un produit de polynomes irréductibles dans R [X].

1
e Comprendre la question = Sy de la réponse, oti ¢ ~ 0 positi

'Remarque. Il n’est pas nécessaire de traiter tous les exemples en TD, I’enseignant choisira les exemples
qu’il veut traiter, il appartient a I’étudiant le soin de faire le reste.



2.1 Solution

Exercice 01. On considere les deux polyndmes
A=X"+3X* + X3+ X2 43X +1et B=X*+2X* + X + 2.

1) On détermine un D = p.g.c.d de A et B.

A B
X 43X L X3+ X2 43X +1 X +o2XP4X 42
X5 _92X4_ X2_92X X+1
P

X+ X3+ X +1
—X*-2X3 - X 2

~X? -1
—
Ry
ie.,
Ql =X + 17
Ri=—X*—1.

et aussi, on a
Xt +2XP+X+2 —-X*-1

—X4-X —X =2
N——
Q2
2X3 42
—2X3 -2
0
~—
Ro

ie.,

B =RiQ:+ Ry (i)
QQ =-X - 27
Ry =0.

Maintenant, comme Ry = 0, alors D = R; (c’est le dernier reste non nul); i.e.,
D=—z%-1.
C’est-a-dire que p.g.c.d (A, B) = —23 — 1.

2) Puisqu’on a p.g.c.d (A, B) = D # constant, alors A et B ne sont pas premiers entre
eux.

3) On détermine deux polyndmes u et v dans R [X] tels que Au+ Bv = D.



D’aprés (i) on a A = BQ1 + Ry; or D = Ry, donc A = BQy + D; i.e.,
D=A—-B@Qy=Ax1+Bx(-@Q1).
Dot D =Au+ Bv;outu=1letv=—-0; =—(X+1)=—-X —1. Cest-a-dire que
D=—-2°-1=Ax14+Bx(-X—-1).
Exercice 02.

Soient A = X% +2X3 — X2 —4X —2et B=X*+ X? — X2 — 2X — 2 deux polyndmes
de R[X].

1) On détermine un p.g.c.d = D de A et B.

A B
X4 4oXP X2 4X -2 X'+ XP_—X?2_92X_2
v4 V3 2
X4 X34 X2 49X 42 1
Q1
X3 —2X
R

ie.,

A=BQ:+ R (i)

QIZL
R1:X3—2X.
et
B Ry
-~ % ~ /_J\“
X4+ X3P - X?2_92X -2 X®-2X
—X442X2 X +1
N——
Q2
X34+ X2 -2X -2
- X3 42X
X2-2
N——
R>

ie.,

B=RiQs+ Ry (ii)
Q2:X+17
Ry = X?%-2.

De méme, on a
Ry Ro
— —
X?P-2X  X?-2

- X3 4+2X X
<~
Qs

0
~—

R3



ie.,
Ry = RyQs3 + R3  (iii)

Q?):Xa
R3:0.

Maintenant, comme R = 0, alors D = Ry (c’est le dernier reste non nul); i.e.,

D =2>-2.

C’est-a-dire que p.g.c.d (A, B) = 2% — 2.
2) On cherche deux polynomes u et v de R [X] tels que D = Au + Bw.

On a d’apres ce qui précede :
A=BQ+ Ry i)
. D = Rs.
{ B = RyQy+ Ry (i) avec Rs

Par suite, on a

D=Ry=B~RiQy=B—(A-BQ)Qy = B~ AQuBQiQs = A(~Qa) + B (1+Q:Q2).

d’apres (ii) d’apres (i)

D’ou D = Au + Bu;

v=14+Q1Q2=1+1x(X+1)=X+2.

Onadonc X2 —2=Ax (-X —1)+ B x (X +2).

3) Montrons que —1 est une racine de A :

OnaAd=X*4+2X3—- X% -4X — 2, donc

A = (=)' +2(-1)* = (1)’ —=4(-1) —2=1-2-1+4-2=0.

On détermine l'ordre de multiplicité de la racine —1.

On a

A = X' 42X? - X?—4X —2; A(-1)=0
= A =4X?4+6X%-2X —4; A (1) =4(-1)
= A" =12X%2 412X —2; A"(-1) =12(-1)° +12(-1) =2 =12 -12 -2 = -2 #0.

D’ou P'ordre de multiplicité de la racine —1 est m = 2; i.e., —1 est une racine double de A.

4) La factorisation de A et B en un produit de polynémes irréductibles dans R [X] .
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D’abord, on a A = X* 4+ 2X3 — X? —4X — 2.

Del),ona D = X2-2; Or D divise 4, il existe donc Q; € R[X] tel que A = (X? —2) Q.

De 3), on a —1 est une racine double de A, il existe donc @2 € R[X] tel que A =
(X +1)°Qq et Qa(—1) #0.

Finalement, comme d°A = 4, alors
A= (X2 =2) (X +17 = (X =v2) (X +v2) (X +1)°,

e La factorisation de B en un produit de polynémes irréductibles dans R [X] .

D’abord, on a B = X* + X3 — X2 —2X — 2.

De 1),ona D = X?—2; Or D divise B, il existe donc Q € R[X] tel que B = (X? —2) Q.
Puisque d°Q = 2 (car d°B = 4). On peut trouver le polynome @) en effectuant la division
euclidienne de B par X? — 2. En effet,

B
XYL XP_X?_9Xx —2 X2 _9
— X4+ 2X2 X’ 4+ X+1
Q
X34+ X2-2X —2
—X34+2X
X2 -2
—X24+2
0

D’ou
B = (X*-2)Q
= (X*-2)(X*+ X +1)
= (X—\/§>(X+\/§>(X2+X+1)

~—_—
irréductible dans R[X]; car A=—3<0.

Exercice 03.

On considére le polynome P € R [X] définie par
P(X)=X°—-2X*-6X%+20X% - 19X +6.

1) Montrons que 2 est une racine de P. En effet,

P(2) = (2°-2(2)"-6(2%+20(2)%-19(2)+6
— 32-32-48480—38+6
— 0.

D’ou 2 est une racine de P.
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2) Montrons que 1 est une racine triple de P.

D’abord, on sait que 1 est une racine triple de P < P (1) = P'(1) = P"(1) = 0 et

P"” (1) # 0.
On a
P(X) = X°-2X*"-6X%+20X?—-19X +6
= P'(X)=5X*-8X"—18X%+40X — 19
= P’(X)=20X"—-24X? 36X +40
= P”(X)=60X*—48X — 36.
Donc

P =1)°-2(1)*"=6(1)*+20(1)>-19(1)+6=1-2-6+20—-19+6=0
P1=51)"—8(1)%-18(1)*4+40(1)—19=5—-8—-18+40—19=0
P" (1) =20(1)> —24(1)> =36 (1) + 40 =20 — 24 — 36 + 40 = 0
P" (1) =60 (1)> — 48 (1) — 36 = 60 — 48 — 36 = —24 # 0.

D’ott 1 est une racine triple de P.

3) On factorise P en un produit de polynomes irréductibles dans R [X].

D’abord, comme d°P = 5, alors P admet cinq racines dans C.
De 1), on a 2 est une racine de P; et de 2) on a 1 est une racine triple de P.
Soit maintenant as, la cinquiéme racine de P. Donc

-1

2

D’ou a5 = —3. Finalement, on a P (X) = (X —2) (X —1)*(X +3).
Exercice 04. Soit P € R[X] défini par

P(X)=X"—-3X*+2X*-6X*+ X — 3.

Montrons que ¢ est une racine double de P :

D’abord; P'(X) =5X*—12X3+6X2 - 12X +1et P"(X) = 20X3 - 36X2+ 12X — 12.

On a
P()=14—3"+2 - 6i2+i—3=0,

P’ (i) = 5i* — 1263 + 6i2 — 12i + 1 = 0,
P’ (i) = 20i® — 36i% + 12 — 12 = 24 — 8 # 0.

Puisque P (i) = P’ (i) = 0 et P” (i) # 0, alors ¢ est une racine double de P.

e On factorise P dans R [X].
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Comme P € R[X] et i est une racine double de P, alors i = —i est également une racine
double de P.

Soit maintenant aj la cinquiéme racine de P, donc

-3
i1+ (=) + (—i) + a5 = -1 = = 3.
D’ou a5 = 3. Finalement, on a
P(X) = (X -9’ (X +19)°(X-3)

c’est la factorisation de P dans C[X]
= (X =) (X +9))° (X =3)
= (X?+1) (X —3).

c’est la factorisation de P dans R[X]

Exercice 05.

1) Soit le polynome P € R [X] défini par P (z) = az® + bz? + 1. On cherche a,b € R tels
que (z — 1) divise P.

D’abord; comme (z — 1) divise P, alors il existe Q € R [X] tel que P (z) =
Cela signifie que le réel 1 est une racine (au moins) double de P. D’ou P (1)

On a

ﬁ )52)-

(
P'(1) =0.
P (1) =az® + br* + 1 et P (v) = 3ax® + 2bu.
Or P(1)=P' (1) =0,donc a+b+1 =0 et 3a + 2b = 0. Par suite, on a le systéme

a+b+1=0 (1)
{3a+2b:0 (2)

De (1), on a a = —b—1; puis en remplagant cette valeur de a dans (2) on obtient —b—3 = 0;
ie, b= -3
Onadonca=-b—1=2 Douna=2etb=—3;ie., P(x)=2x>— 322+ 1.

2) On factorise P (z) = 22® — 32% + 1 en un produit de polynomes irréductibles dans
R[X].
D’abord; comme (z — 1) divise P, alors il existe Q € R [X] tel que P (z) = (z — 1)° Q (z);
ou d°Q = 1.

1¢¢ Méthode :

1
Soit a3 la troisiéme racine de P, donc 1+ 1+ a3 = —5 D’ou a3 = —3 Par suite

P(a:):\%/(x—l)Q (x+%)

c’est le coefficient de 3 dans P

2¢r¢ Meéthode :
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Pour déterminer le polynéme @, on effectue la division euclidienne de P par (x — 1)2 :
P(x)
——
213 —32% + 1 22 —2rx+1
—22°% + 42 — 2x 2r + 1
—

Q
2 —2r+1

—x242r—1

0
~—

R
D'ou P (z) = (z —1)* (22 + 1).
Exercice 06. (Sans déterminer les racines (1))

1) Factoriser X4 + 1; puis X® — 1 en un produit de polynomes irréductibles dans R [X].

(a) On factorise le polynome X* + 1 dans R [X].
On peut écrire :
Xt41 = (X4
(X2)% +1+2X% —2x2
—0

= ()" + 124 2x7) —2x

(X*+ 1) —2X? (car (a+b)* = a®+ b+ 2ab)

(x2+1)° - (Vax )2
X241-V2X ) (X214 V2X ) (cara® =8 = (a—b) (a+D))
X2oVIX +1) (X4 V2X +1).

- A
g

~
sont irréductibles dans R[X]; car A=—2<0.

(b) On factorise le polynome X® — 1 dans R [X].

=
(

On peut écrire :
X5—1 = (XY)° -1

= (X*-1)(X*+1) (cara®>—b"=(a—0b)(a+D))

= (X*-1) <X2 —V2X + 1> <X2 +V2X + 1) (d’apres (a))
= (()(2)2 - 12> <X2 —V2X + 1) (X2 +V2X + 1)

= (X2-1)(X2+1) (Xz—\/iX +1) <X2+\/§X +1)

——
irréductible dans R[X]; car A=—4<0.

= (X —1)(X+1)(X2+1) <X2—\/§X +1> (X2+\/§X +1>
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2) Factoriser X® + 1; puis X'2 — 1 en un produit de polynoémes irréductibles dans R [X].

(i) On factorise le polynome X6 + 1 dans R [X].
On peut écrire :

X0+1 = (X2)3—|— 1? (notons qu'on a aussi X° +1 = (X3)2+ 1; mais ... )
= (X’+1)(X*—=X’+1) (card®+b*=(a+b)(a®—ab+??))
——

irréductible dans R[X]; car A=—4<0
De plus, on a
Xt X241 = (X2—|—1)2—3X2 (on a aussi X* — X? +1 = (X2—1)2+X2 ; mais ... )
= ()’ (Vax)
X2+1—\/§X> <X2+1+\/§X) (car a® — b = (a — b) (a + b))

XQ—\/§X+1> <X2+\/§X+1>

AN /

-
<

sont irréductibles dans R[X]; car A=—1<0.
Par suite, on a
X0+1=(X2+1) (X2—\/§X+1> (X2+\/§X+1).
(i) On factorise le polynome X2 — 1 dans R [X].
On peut écrire :
X121 = (X917

= (X°-1)(X°+1) (cara®>—b*=(a—b)(a+b))
= (X°—1) (X2 +1) (X2 - VEX +1) (X2 4 VBX + 1) (dapres (i)
= ()= 12) (x4 1) (X2 - VBX + 1) (X2 4 VBX + 1)
= (X -1 (X +1) (X2 +1) (X2 - VBX +1) (X34 VEX +1)

Mais, on sait que
X— 1=(X-1)(X?*+X+1)
~—_——

sont irréductibles dans R[X]; car A=—3<0.
—
X4+1=(X+1)(X*-X+1)
Car a3 — b3 = (a —b) (a®> +ab+1?) et a® + 0> = (a + b) (a* — ab + b?). D’on

X2l = (X = 1) (X2 4+ X+ 1) (X +1) (X2 = X +1) (X24+1) (X2 = vBX +1) (X2 4+ VEX +1).
mmm——————————k===Good Luck===k=====—==—=———————Fin
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