TD— 02 . 07-10-2013

011
Exercice : Soit la matrice A3 = 1 0 1 | . Calculer py, ()
(2.1)
1 10
o1 1 .. 1
10 1 1
Calculer les valeurs propres de la matrice : A, =
1 1 1 0
Solution : On écrit par définition
—z 1 1 —(1+ =) 0 1
pas (T) = 1 —z 1 |=| 142 —-(1+=xz) 1
1 1 -z 0 (1+2z) -—=x
-1 0 1
= 1+’ 1 -1 1 |=(1+2)’[-(z-1D+1]=>1042)7°2-2)
0 1 —=z
0111
1 011
Pour A, = 1101 |ona
1110
- 1 1 1 —(1+2) 0 0 1
() = 1 =z 1 1| | 1+2) -1+ 0 1
PAE = 1 2 1 | T 0 (1+z) —(1+z) 1
1 1 1 -z 0 0 (1+x) —=x
-1 0 0 1
B s 1 -1 0 1
N B R T T
0 1 —=z
-1 0 1 1 -1 0
= (1421 1 -1 1 |[+0Q+2°C=D]0 1 -1
0 1 —=x 0 0 1

= (1+a) (@-2)+ (1 +a)(-1)=(1+2)"(z-3)

Dans le cas général, on a

(14 2)" " (x —n+1); sin est pair
(1+2)" " (n—1—2);sin est impair

pa. ()= {
On en déduit que

A1 = —1 valeur propre d’ordre n — 1 ; n > 2
Ay = n — 1 valeur propre simple.
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EX?rc)ice : Soit le déterminant de Vendermonde
2.2

1 1 1
Ap=|xg @1 T3 | ;o T1, 22 E€R
G
Montrer que Ay = (21 — x0) (2 — xo) (2 — x1) . Généraliser 7

Solution : On a

1 1 1 C1 Co
Ay = Ty T1 X2 il l
I(z) l‘% ZL‘% Cy —C1 C3 — Cy
0 0 1 0 0 1
= r1 —Tg X2 —T1 T | = ({L'l — Io) (IL‘Q — Il) 1 1 )
2 —xt 2k —a? 2l T+ xg Tyt 1 T

= (1’1 — IL‘()) (1’2 — 1‘1) (1’2 +x1 — 21 — $0) = (azl — IL‘()) (l’g — IL‘l) (l’g — IL‘O) .

Généralement, le déterminant de Vendermonde est

1 1 1
To T1 T,
_ 2 .2 2 | _
Mo=|at @ o | =L
i>j
n n n
Ty I Ty
Exercice :
(2.3)

Théoréme (Voir le cours): Les matrice semblables ont méme polynome caractéristique.
La réciproque de ce théoréme est fausse?

11 10
(Y (1)

On voit que pa () = pp (x) = (1 — 2)*. De plus, si A est semblable avec B on peut écrire

Contre-exemple : Pour

A= PBP!' = PLP "' = I, (Contradiction). Donc p (z) = pp (z) # A~ B.
Ex(e2r4c)ice : Soit f () = ao+ a1z + ... + a,x™ un polynome de degré n, si A ~ B. Alors
fa (A) ~ [, (B)

Solution: On a

fn(A) = al + a1 A+ ...+ a,A"
= aPB°P' +a,PBP '+ .. +a,PB"P"
= Pl(agl +a,B+..4+a,B")P ' =Pf,(B) P
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Rappelons la définition de e#. Pour toute matrice A € M, (R), on a

2 A3 An o Ak
A _
e —[n+A+—2! +—3! —l—...—i——n! —i—...—kg R
=0

Exercice : Prouver que
(2.5)

A~ B=— ¢t~ eP.

Solution : Montrons que A ~ B == e¢” ~ eP. En effet, si A = PBP~! il vient

A — PBPT
PBP1)? PBPY)"
= I,+ (PBP™") + PP LWEBPT)
2! n!
PB?pP~! PB"P~!
= PP*1+PBP*1+T+...+T+
B? B"
= P{I+B+—+...+—+... pt=pleP] P!
2! n!
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