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Exercice

(2:1)
: Soit la matrice A3 =

0@ 0 1 1

1 0 1
1 1 0

1A : Calculer pA3 (x)

Calculer les valeurs propres de la matrice : An =

0BBBBBB@
0 1 1 ::: 1

1 0 1 ::: 1
. . .

. . .
1 1 1 ::: 0

1CCCCCCA
Solution : On écrit par dé�nition

pA3 (x) =

������
�x 1 1

1 �x 1
1 1 �x

������ =
������
� (1 + x) 0 1

(1 + x) � (1 + x) 1
0 (1 + x) �x

������
= (1 + x)2

������
�1 0 1
1 �1 1
0 1 �x

������ = (1 + x)2 [� (x� 1) + 1] = (1 + x)2 (2� x)

Pour A4 =

0BB@
0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

1CCA on a

pA4 (x) =

��������
�x 1 1 1
1 �x 1 1
1 1 �x 1
1 1 1 �x

�������� =
��������
� (1 + x) 0 0 1
(1 + x) � (1 + x) 0 1
0 (1 + x) � (1 + x) 1
0 0 (1 + x) �x

��������
= (1 + x)3

��������
�1 0 0 1
1 �1 0 1

0 1 �1 1

0 0 1 �x

��������
= (1 + x)3 (�1)

������
�1 0 1
1 �1 1
0 1 �x

������+ (1 + x)3 (�1)
������
1 �1 0

0 1 �1
0 0 1

������
= (1 + x)3 (x� 2) + (1 + x)3 (�1) = (1 + x)3 (x� 3)

Dans le cas général, on a

pAn (x) =

�
(1 + x)n�1 (x� n+ 1) ; si n est pair
(1 + x)n�1 (n� 1� x) ; si n est impair

On en déduit que �
�1 = �1 valeur propre d�ordre n� 1 ; n � 2

�2 = n� 1 valeur propre simple.
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Exercice
(2:2)

: Soit le déterminant de Vendermonde

�2 =

������
1 1 1
x0 x1 x2
x20 x21 x22

������ ;x0; x1; x2 2 R
Montrer que �2 = (x1 � x0) (x2 � x0) (x2 � x1) : Généraliser ?

Solution : On a

�2 =

������
1 1 1
x0 x1 x2
x20 x21 x22

������
c1
#

c2 � c1

c2
#

c3 � c2

=

������
0 0 1

x1 � x0 x2 � x1 x2
x21 � x20 x22 � x21 x22

������ = (x1 � x0) (x2 � x1)
������

0 0 1

1 1 x2
x1 + x0 x2 + x1 x22

������
= (x1 � x0) (x2 � x1) (x2 + x1 � x1 � x0) = (x1 � x0) (x2 � x1) (x2 � x0) :

Généralement, le déterminant de Vendermonde est

�n =

����������
1 1 1
x0 x1 xn
x20 x21 x2n

xn0 xn1 xnn

����������
=
Y
i>j

(xi � xj)

Exercice
(2:3)

:

Théorème (Voir le cours): Les matrice semblables ont même polynome caractéristique.
La réciproque de ce théorème est fausse?

Contre-exemple : Pour

A =

�
1 1

0 1

�
et B =

�
1 0

0 1

�
= I2

On voit que pA (x) = pB (x) = (1� x)2 : De plus, si A est semblable avec B on peut écrire

A = PBP�1 = PI2P
�1 = I2 (Contradiction). Donc pA (x) = pB (x); A � B:

Exercice
(2:4)

: Soit fn (x) = a0 + a1x+ :::+ anxn un polynome de degré n; si A � B: Alors

fn (A) � fn (B)

Solution: On a

fn (A) = a0I + a1A+ :::+ anA
n

= a0PB
0P�1 + a1PBP

�1 + :::+ anPB
nP�1

= P (a0I + a1B + :::+ anB
n)P�1 = Pfn (B)P

�1:
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Rappelons la dé�nition de eA: Pour toute matrice A 2Mn (R), on a

eA = In + A+
A2

2!
+
A3

3!
+ :::+

An

n!
+ ::: =

1X
k=0

Ak

k!
:

Exercice
(2:5)

: Prouver que

A � B =) eA � eB:

Solution : Montrons que A � B =) eA � eB: En e¤et, si A = PBP�1 il vient

eA = ePBP
�1

= In +
�
PBP�1

�
+
(PBP�1)

2

2!
+ :::+

(PBP�1)
n

n!
+ :::

= PP�1 + PBP�1 +
PB2P�1

2!
+ :::+

PBnP�1

n!
+ :::

= P

�
I +B +

B2

2!
+ :::+

Bn

n!
+ :::

�
P�1 = P

�
eB
�
P�1
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