
TD- 06 : 11-11-2013, Systèmes di¤érentiels + matrices diagonalisables
Exercice

(1)
: Résoudre le système di¤érentiel

�
x01
x02

�
=

�
1 2

3 2

��
x
y

�

Solution : �) Calculons les éléments propres de la matrice A :�
�1 = �1; v1 =

�
�1
1

��
et
�
�2 = 4; v2 =

�
2
3

��

Comme X 0 = A:X = PDP�1X, posons Y = P�1X, on obtient�
X 0 = PDY

Y = P�1X

D�où �
P�1X 0 = DY
Y 0 = P�1X 0 =) Y 0 = DY

C�est-à-dire �
y01 (t)
y02 (t)

�
=

�
�1 0
0 4

��
y1 (t)
y2 (t)

�
=)

�
y01 (t) = �y1 (t)
y02 (t) = 4y2 (t)

Et ceci implique �
y1 (t) = �c1e�t
y2 (t) = c2e

4t

et par conséquent, on a�
x1 (t)

x2 (t)

�
= X (t) = PY (t) =

�
�1 2

1 3

��
�c1e�t
c2e

4t

�
=

�
c1e

�t + 2c2e
4t

�c1e�t + 3c2e4t
�

===========================================

Exercice
(2)

: a) Calculer etA pour tout t 2 R; où

A =

0@ 1 1 0
1 1 0
0 0 2

1A
b) En déduire la solution générale du système di¤érentiel :8<:

x0 = x+ y
y0 = x+ y

z0 = 2z

:::: (S)

1



Solution : a) D�après un calcul simple, on trouve

A =

0@ 1 1 0

1 1 0
0 0 2

1A =

0@ �1 0 1
1 0 1
0 1 0

1A
P

0@ 0 0 0
0 2 0
0 0 2

1A
D

0@ �1
2

1
2
0

0 0 1
1
2

1
2
0

1A
P�1

Donc

etA = PetDP�1

=

0@ �1 0 1

1 0 1
0 1 0

1A
P

0@ 0 0 0

0 e2t 0
0 0 e2t

1A
eDt

0@ �1
2

1
2
0

0 0 1
1
2

1
2
0

1A
P�1

=

0@ 1
2
22t 1

2
22t 0

1
2
22t 1

2
22t 0

0 0 e2t

1A
b) La solution du système di¤érentiel X 0 = A:X est donnée par :

X (t) = eAtc =

0@ 1
2
22t 1

2
22t 0

1
2
22t 1

2
22t 0

0 0 e2t

1A0@ c1
c2
c3

1A =

0@ 1
2
22tc1 +

1
2
22tc2

1
2
22tc1 +

1
2
22tc2

c3e
2t

1A
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