Université 08 Mai 45 Guelma
Département de Mathématigues

Ex 01 : Trouver les polyndmes caractéristiques

[ 4 2 -1 [ 13 =12 —6
A = 2 7 -2 |,4=| 6 -5 -3
\ -1 -2 4) \ 18 —18 -8
( 1 -1 -1 /4 1 -1
Ay = -1 1 -1 ],A =125 =2
\ -1 -1 1 \1 1 2
pa, () = (37.1:);2(971)
pay (z) = (1—2)* (-2 - 2)
pag(r) = —(1+x)(2- 1)2
pa(x) = 3—2)°(5—2)

Ex 03 : On considére la matrice

Az(iz)eMﬂM

Vérifier que le polyndme caractéristique est donné par :
pa () = 2> — trace (A) x + det (A)

Ex 04 : Soit la matrice

_ o O O
oo O =
o O = O
o = o O

Vérifier que le polynéme caractéristique est donné par :

pu(z) =2 — 1




Ex 05 : Prouver que

4 2 =2
(1 5 —1),@4(»@) — (-2 (x -4
1 3

a 1 0
(a+b(]1—b),pd@ = —(a—z+1)(2*+3z+2)

at+2 1 =2
2 00 1
1 2 0 2 3
V202 @ - @-D@-2)
000 1

1 1 1
=l a b c
a® b* ?
Montrer que A = (b-a)(c-a)(c-b). Geénéraliser ?.
Ex 07 : Soit
1 0 0
A= 1 2 =3
1 —1 0

Vérifier que

Ex 08 : Soit

5 8 16
A= 4 1 8
—4 —4 —11

Prouver que

Ex 09 : Calculer le déterminant

1
1 1+ 1
A = 1 1+
1 1 1 . 14+ x

Rép A = :L_'n.—l; n e N*_




Ex 10: Soit A € M, (R) . Vérifier que
(com (A — x[n))t — By + aBy + ... + 2" 'B,_1 ;B; € M, (R)

2) Sur I'inverse d'une matrice A
Soit A € M, (R), si det(A) # 0, alors, A™1 existe, de plus

Ex 11 : Soit la matrice

Prouver que

1 -2 1

Alt=1 -4 5 =2
8 _8 1
3 3

a) Prouver que (1 - A2 =0.
b) En déduire I'expression de A™* en fonction de I, A et A2
c) Calculer A7t par deux méthodes.

Ex 14 : Soit la matrice




1 —«
A —
1l —«
\ 1)
Montrer que
1 a o? a1
/ 0 1 « a2 \
A_l _ .
0o 0 .. 1 Qv
\0 0 .. 0 1

Ex 15 : Soit B une matrice antisymétrique, montrer que la matrice A = | - B est inversible.
Rappel : (A estinversible) & (Ax=0 = x=0).

Ex 16 : Prouver que v A € M, (R) :
A. (com (A))" = det (A) .1,

3) Valeurs propres, vecteurs propres d'une matrice carree
Valeurs propres, vecteurs propres d'un Endomorphisme

Ex 17 : Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice :

41 1 1
1 4 1 1
A= 11 4 1
1 11 4
M =7, By, ={(1.1,1,1)}
{ X =3, By, = {(=1.1,0,0),(=1,0,1,0),(=1,0,0,1)}




i.e les matrices semblables ont le méme polyndme caractéristique donc les mémes valeurs propres.
Vérifier que la réciproque de ce théoréme est fausse.
b) Prouver aue ¢ Deux matrices semblables A et B ont méme déterminant’.

c) Soit
2 1 5 2
A_(_l _1)et3_(4 1)

EXx 19 : Montrer le Théoréme suivant :
Théoréme : Soient A et B deux matrices semblables i.e

Prouver que A +~ B.

A=PB.P!

alors, pour tout entier k € N,

AF = pBFp1

Soit A € M, (R). Posons 7;,(A) = P 'AP , Prouver que :

D) To (L) = I, Tp(A+B) = Tp(A)+Tp (B)
2) Tp (AB) = 1Tp(A)Tp(B), Tp(rA) =rTp(A)
3Ty (4) = (), Tr (A7) =

)

Ex 20 : Montrer le théoréme suivant :
Théoréme : La relation "~ similarité ' est une relation d'équivalence.

Ex 21 : On considére les deux matrices

1 0 4 1 01
A=111 3 eteB=| 0 1 1
2 17 3 1 2

Montrer que A + B ; i.e A et B ne sont pas semblables.

5) Matrices diagonalisables
Diagonalisation d'une matrice

Ex 22 : Soit A € M, (R). Montrer que :
[A est diagonalosable <= A" est diagonalisable]

Ex 23 : Soit A une matrice diagonalisable. Supposons que pour toute valeur propre A de A on
a A2 = 2. Prouver que




A? =24
Soit A une matrice diagonalisable, Montrer que

det (A) = Mo d = [ N

Ex 24 : Soit A = P.DP™ une matrice diagonalisable dont les valeurs propres sont données par
la matrice
D — d’LCLg {Aly A% cees An}
Calculer f(A) Pour toute fonction f(x) définie aux points (A );<<, .
Vérifier que

( AF = PDFPV; f (2) =
VA= PVDP; f(z)=
< cos A= P(cosD) P! ; f(x)=cosx
= PeP Pl log A = P(log D)P™Y  [(x) =¢
L
Ex 25 : Déterminer le réel a pour que la matrice -
000 O
1 00 1
A= 010 a
00 1 —a

Soit diagonalisable.

1 0 1 1 10
Ai=1 01 0 |, A=10120
0 0 2 0 0 2
Rép : A;) Oui, Az) Non
Ex 27 : Montrer que la matrice
2 2 -2
A= 1 3 -1
-1 1 1

est diagonalizable

Ex 28 : Vérifier que la matrice




Ex 29 : Soit f un endomorphisme diagonalisable d'un espace vectoriel E. Montrer que
E =ker (f)® Im(f)

Ex 30 : Soit f un endomorphisme diagonalisable d'un espace vectoriel réel vérifiant (¥ — jd,
pour un certain entier naturel k. Montrer que :

f? =idp
Soit M une matrice carrée complexe vérifiant A/* — I pour un certain entier naturel k.
Montrer que M est diagonalisable.

Ex 31 : Montrer que
—-13 -8 —4 -1 0 0O
12 7 4 ~ 0 3 0
24 16 7 0 0 —1

Ex 32 : Etudier la diagonalisabilité de la matrice suivante

112
A=1211
013
Rép pa(z)=2(1—2z)(x—4)
Ex33:Soitlamarice
(0100)
0010
M= 0001
\1 000

Ex 34 : Si (4,x) est un élément propre de A, alors (exp(4),x) est un élément propre de exp(A).
Soit




I 1 3

B = 5 2 6
-2 -1 -3
Calculer B2, B3. En déduire eB .
Rép
e = I+B+§—|2+O

Ex 35 : Soit A une matrice carrée possede n valeurs propres distinctes. Posons

MO .. 0
0 X ... 0

D - . . . .
0 0 ... A
Démontrer que
eM 0 0
0 e 0
el = ]
0 0 e

Soit la matrice P définie par
P = [xl Ty ... :I}n] c Axy = A V1l <i<n

Prouver que A.P =P.D

En déduire que
AF = P.Dk.P_l; keN
A1 =P D' P71 et
et = Pel Pl

Ex 36 : Veérifierque V A € M, (R),V¢e€R, ona:

Aelt =t A
On considére la matrice




Prouver que

—sino  COS v

i _[4. ()" = (

cOSy  Sin«
n—-s-+oo

Ex 37 : Si M est une matrice réelle d'ordre n, on note par cosM la partie réelle de ¢ et
sinM sa partie imaginaire.
Montrer que cosM et sinM commutent et que
(cos J\ff)z + (sin ]\4)2 =1,
Soit 8 un réel, calculer

Ex 38 : On considere les deux matrices

e

F

Calculer : e, e® En déduire e ol
1 1 0 O
0O 0 0 O
F= 0 0 1 -1
0 0 0 O

Ex 39 : Soit

Calculer exp(A).

Ex 41 : Soient les matrices suivantes dont les termes sont des nombres réels
110 010

M=]1011 etT'=| 001

001 000

a- Montrerque T2 =0

b- Montrer que M =1+ T ; | est la matrice unité d'ordre 3

9



c- On en déduit alors la forme explicite de M~ pour tout entier n.

Soit
2 ¢
A((} 2),0#0

Al
A:(O A),)\ER

En utilisant deux méthodes. Prouver que.
AR
Ahz(o N RS

Ex 43 : Soit la matrice

Calculer A* .
Ex 42 : Soit la matrice

A= . Calculer A*

Ex 44 : Soit la matrice

Prouver que

ISR
n__ = e >
A 2(1—311+W)’” !

4 -3
=)
n_ 1 _an

3 A+3 3

Soit la matrice

Démontrer que

Ex 45 : On considere les suites (), s (0n),en €6 (wn), o définies par leurs premiers
termes Uy, Vo et Wy et les relations de récurrence

Upi1 = Up + 20, — 2w,

Upa1 = 2Uy + Uy — 2w,

Wyl = 2Uy + 20, — 3w,
Ecrire ces relations sous la forme :
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ou M est une matrice que I'on déterminera, et U, une suite de vecteurs de R3
Calculer (un),,cn > (Vn) e €t (wn), ey €N fonction de n et de ug, Vo et Wy.

Ex 46 : Montrer que les matrices strictement triangulaires sont nilpotentes.
8) Systemes de suites avec les relations de récurrence

Ex 47 : Soit le systéme de suites () , (y») défini par
{ Tpy1 = G110y, + A12Yy +C1
Yn+1 = 21Ty + A22Yy + Co
Ecrire (S) sous la forme matricielle X,.;1 = AX,, + B .
Prouver que

; (20,90) € R?

Xp=A"Xo+ (A" '+ A" ?+..+A+1)B
Résoudre le systeme de suites avec les relations de récurrence suivante

Ln :23371 — Yn — 1
{ Y J:lrl: —x, + 2y, + 2 ; (20,v0) = (0,—1)

Rép :
2n — 3" +1
Ty =
on 435 i n=0
=

Ex 49 : Soit la suite (x,,) définie par
*) Tntk = QoTp + A1Tn41 + oo+ Ap—1Tntk-1

Ecrire (*) sous la forme matricielle
V., = A"V, ; AEMk(R)

Montrer que

Ex 50 : On définit la suite (u,,) par :
Up4+2 = Up41 + uy, (*)
U = ug = 1
Ecrire (*) sous la forme matricielle suivante

( Hntd ) — M. ( tn ) .M € M, (R)
Up+42 Up+1

Montrer que
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Un+1 — M" 1

() -(%°) .
\/5 ’
9) Systemes différentiels et matrices diagonalisables

Ex 51 : Donner la forme générale d’un systéme linéaire homogéne d'équations différenticlles du premier
ordre.

En déduire que

Up =

Ex 52 : Supposons que A est diagonalisable. Résoudre le systéeme différentiel

;

/
€Ty = aney + a9y + ... + A1,y
/
Ty = a21T1 + A22T9 + ... + A2, Ty ,
¢ ] — u = Au

!
| T = AT + ApoTo + .. + Qppy

Etudier la diagonalisabilité de la matrice suivante :

12
(52

Calculer A* pour tout entier k .
Résoudre le systeme differentiel

X' =AX
Résoudre le systeme differentiel
(2 (1) =y (1)
] ¥ ) =z()
7 (t) =w(t)
| W' (t) =z (1)

10) Theoreme de Cayley-Hamilton.
Ex 53 : Demontrer le théoréme de Cayley-Hamilton suivante :
VAeM,R):ps(A)=0.
Est-ce-que la démonstration suivante du théoréme de Cayley-Hamilton est vraie ?
pa(z) =det (A —xl) = pa(A) =det (A — AI) = det (0) = 0.

Ex 54 : Soit la matrice
a b c
A=10a b |;a#0,b,ceR
00 a

En utilisant le théoreme de Cayley-Hamilton. Calculer I'inverse de la matrice A
1¢p : pa(x) =2 — 3ax® + 3a’x — o°
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Ex 55 : Trouver le polyndme caractéristique de la matrice
4 1 1 1

A:

—_

4
1
1

— s
= = =

En déduire le polynéme minimal. vop t pa (@) = (3—2)° (7T — 2), ma (2) = (3— 2) (T — 2)

Prouver que la matrice

11 1
11 ... 1

Est diagonalisable.

Le calcule de e .
Ex 56 : Résoudre le systeme différentiel

r=rx+y+z
Yy =y+z
7=z

EXx 57 : Résoudre les systemes différentiels

[\ (11 2\ [=x

1) (y’) = (2 1 1) (y) . sp(A) = {1,0,4}
Z 0 1 3 z
x’ -3 -6 7

() (17
7 -4 —6 8
a 3 2 =2

3) (y’) — (—1 0 1 ) ( )sp(A){l,l,l}
Z 1 1 0 z

Ex 58 : Soit la matrice

Calculer le polyndme minimal. Qu'en déduire *
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rép: my(z) =z (r—2)
Calculer le polynd6me minimal de la matrice

1 -4 -4
A= 8§ —11 -8
-8 8 9

Qu’en déduire ?.

30 0 30 0
NA = [130],24=(130
00 4 00 3

30 0 010
130,49 ]001

01 3 1 00

13) Matrices Trigonalisables

Ex 60 : Théoreme : Toute matrice a coefficients complexes est trigonalisable dans 1z, (C)
Corollaire : Pour toute matrice A € M, (C) ona:

det (A) = Adodn= ] M

Ai€Sp(A)
OU (Ai)i<i<, sontdes valeurs propres de A.
Ex 61 : Trigonaliser les deux matrices
(5 —4 =3\ ({7 —6 —2)
A=|(2 -1 -1 |, B=[2 0 -1
1 -1 0 2 —3 2
Ex 62 : Considérons la matrice M définie par
2 —1 1
M=1|1 0 1
1 —1 2

Quel est le polyndme minimal de M.
Montrer que pour tout n € N, il existe deux réels o, et 3, tels que l'on ait

M" = a, M + 8. I

Calculer a,, et 3, en fonction de n. On en déduit alors la forme explicite de A pour tout
entier n.

14



Ex 63 : On considere la matrice
3 2 4
A= -1 3 -1
-2 -1 -3
Trouver les valeurs propres de A, puis ses vecteurs propres
Trouver le polynéme minimal de A : m 4 (z) , et étudier la diagonalisation de A
En utilisant le théoreme de Cayley-Hamilton. Calculer A~ en fonction de I3, A et A2
Trouver une matrice inversible P telle que :
v

0
P LAP-= 3 — B
0

o = O

0
0
Ecrire B sous la forme D + X, ot D diagonale et X2 = 0, puis vérifier que : DX = XD.
En déduire le calcul de B” en fonction de n

3 2 =2
B = -1 0 1
1 1 O

n'est pas diagonalisable.
En utilisant le theoreme de Cayley-Hamilton. Donner I'expression de B en fonction de I, B

et B2
b) Soit la matrice :

Myp = ca,beR

S g
o= O
o = O

- Déterminer les valeurs a, b pour lesquelles la matrice donnée soit diagonalisable.
- Pour b = 0, calculer le polyn6me minimal. Qu'en déduire ?.
- Montrer que

Mo~ =T

o O R
o O
T = O

- Calculer 7™

Indication : Ecrire T sous la forme : T =D + X ol D est diapgonale et X
nilpotente (e X* =0)

- Calculer M7y
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Remarque 1. Comprendre la question = 1/(2-¢) de la réponse, ou €=0 positif.

GOOD LUCK !
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