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1 Deuxieme chapitre : suites et séries
numeériques

1.1. Suites numériques

L’étude des suites numériques a pour objet la comprhension de 1’évolution de
séquences de nombres (réels, complexes...). Ceci permet de modéliser de nombreux
phénomenes de la vie quotidienne. Supposons par exemple que 'on place une
somme S 3 un taux annuel de 10%. Si S,, représente la somme que 1’on obtiendra
aprés n années, on a:

So=8,8 =8x(1,1),.., 8, = S x (1,1)".

Au bout de n = 10 ans, on posseédera donc Sip = S x (1,1)1° ~ S x 2,59 : la
somme de départ avec les intéréts cumulés.

1.1.1. Généralités

Définition 1.1.

e Une suite est une application U : N — R.

e Pourn € N, on note U(n) par Uy, (se lit "U indice n”) et on lappelle n-éme
terme ou terme général de la suite.

La suite est notée plus souvent (U, )nen ou simplement (U,,). Il arrive fréquemment
que l'on considere des suites définies a partir d’un certain entier naturel ng plus
grand que 0, on note alors (Uyp)n>n, -

Exemple 1.1. (Modes de génération d’une suite)

e Suites définies par une formule explicite: On peut définir une suite numérique
(Uy,) a Uaide d’une fonction f définie sur [0, +o0o[ en posant, pour tout entier
n, U, = f(n). On peut calculer directement, & partir de n, le terme de rang
n. par exemple:

— La suite (v/n)n>o est la suite de termes: 0,1,v/2,/3, ...

— La suite (—1)5,5 est la suite qui alterne: +1,—1,+1,—1,.....

L

L )n>1 est la suite de termes: 1,1, &, &

— La suite ( 19 160



e Suites définies par récurrence: dans cas, un terme de la suite s’écrit en fonc-
tion du ou des précédents), par exemple:

— La suite définie par la donnée de Uy et une relation de recurence Uy 1 =
U, + 2, Uy se déduit de Uy, Us se déduit de Uy, Us de Us, ,Upy1 de
U,,...

— La suite (Fy,)p>0 définie par Fo = 1, F1 = 1 et la relation Fpyo =
F,i1+ F, pour n € N (suite de Fibonacci). Les premiers termes sont
1,1,2,3,5,8,13, ... Chaque terme est la somme des deux précédents.

Définition 1.2. (Suite majorée, minorée, bornée)

Soit (Up)nen une suite.
e (Up)nen est majorée si IM e R/¥Vn e N: U, < M.
e (Up)nen est minorée si Im € R/Vn € N: U, > m.
e (Up)nen est bornée si elle est majorée et minorée, ce qui revient d dire : si

M € R/Vn e N: |U,| < M

Définition 1.3. (Suite croissante, décroissante)

Soit (Up)nen une suite.
e (Up)nen est croissante siVn € N: U, < Up41.
e (Up)nen est strictement croissante si¥n € N : U, < Upy1.
e (Up)nen est décroissante siVn € N : Upyq < U,,.
e (Un)nen est strictement décroissante si ¥n € N : U, 1 < Up,.
e (Un)nen est monotone si elle est croissante ou décroissante.

e (Up)nen est strictement monotone si elle est strictement croissante ou stricte-
ment décroissante.

Remarque 1.1.



Si (Un)nen est une suite & termes strictement positifs, elle est croissante si et
seulement si Vn € N : % >1

Exemple 1.2.

e La suite (Up)n>1 définie par U, = (_i)n
décroissante. Elle est majorée par %(bome atteinte en n = 2), minorée par
—1 (borne atteinte enn =1).

e La suite ( )n>1 est une suite strictement décroissante. Elle est majorée par
1 (borne atteinte pour n = 1), elle est minorée par 0 mais cette valeur n’est
jamasis atteinte.

Exercice 1.1.

1. La suite ( nen est-elle monotone ¢ Est-elle bornée 2.

)

. s1 ! L
2. La suite n;ilr(;')neN est-elle bornée .

3. Réécrire les phrases suivantes en une phrase mathématique. Ecrire ensuite
la négation mathématique de chacune des phrases.
(a) La suite (Up)nen est majorée par 5.
(b) La suite (Uy)nen est constante.
(¢) La suite (Up)nen est strictement positive a partir d’un certain rang.
(d) La suite (Up)nen n'est pas strictement croissante.
4. FEst-il vrai qu’une suite croissante est minorée ? Majorée?.

5. Soit x > 0 un réel. Montrer que la suite (%)neN est décroissante a partir
d’un certain rang.

1.1.2. Limite finie, limite infinie

Définition 1.4.

Soit (Un)nen une suite réelle.
La suite (Uy)nen a pour limitel € R si: pour tout € > 0, il existe un entier naturel
N tel que sin > N alors |U, — 1| <e:

Ve>0,INeN,VneN:n >N = |U, - | <¢

On dit aussi que la suite (U, )nen tend vers I. Autrement dit : U, est proche
d’aussi prés que 'on veut de [ a partir d’un certain rang.

Définition 1.5.



(i) La suite (Up)nen tend vers +00 si :

VA>0,ANeNYVneN:n>N=U,> A

(ii) La suite (Up)nen tend vers —oo si :
VA>0,INeNVneN:n>N=U, < -A
Remarque 1.2.
(i) On note nler;oUn =1
(i) On raccourcit souvent la phrase logique en:
Ve>0,INeN,VvneN:n>N=|U, 1| <e

Noter que N dépend de € et qu’on ne peut pas échanger l'ordre du "pour
tout” et du il existe”.

(iii) L’inégalité U, —1| < ¢ signifie | —e < U, <l+e On aurait aussi pu définir
la limite par la phrase:

Ve>0,INeN,VvneN:n>N=|U, | <¢

ou l'on a remplacé la derniére inégalité large par une inégalité stricte.

Définition 1.6.

Une suite (U, )nen est convergente si elle admet une limite finie. Elle est divergente
sinon (c’est-a-dire soit la suite tend vers 0o, soit elle n’admet pas de limite).

Proposition 1.1. (Unicité de la limite)
Si une suite est convergente, sa limite est unique.

Proof. Exercice. O
Proposition 1.2. (Propriétés des limites)
(i) imU,=1l< lim (U,-1)=0«< lim |U,—-1|=0
n—00 n—00 n—00

(i1) nh—>H;oUn =le nh_)n;O|Un| =

Proof.

Cela résulte directement de la définition. O



Théoreme 1.1.
Soient (Up)nen et (Vi)nen deuz suites convergentes.
(i) Toute suite croissante et majorée est convergente.

(i1) Toute suite décroissante et minorée est convergente.

Proof. Exercice O
Proposition 1.3. (Opérations sur les limites)
Soient (Up)nen et (Vi)nen deuz suites convergentes.

(i) Si nan;OUn =1l ouleR, alors pour A €R, on a nan;OAUn =\

(ii) Si lim Uy, =1 et Si lim V,, = " ou l,I" € R, alors:

lim (U, +V,) =1+
n— oo

et
lim (U, x V,,) =1x 1

n—00

1 1
(iii) Si 1i_{n U, =1ouleR* alors: U, # 0 pour n assez grand et 1i_{n — ==
Proof. Exercice O
Exemple 1.3.
Si lim U, =1 avec | # +1, alors:
n—oo
lim U, (1 —3U, LI (1 -3l !
nl_{glo n(_ n)_w_(_ )_m

Proposition 1.4. (Opérations sur les limites infinies)

Soient (Up)nen et (Vi)nen deuz suites telles que lim V, = +o0.
n—o0

(i) lim — =0,

n—oo n

(i) Si (Up)nen est minorée alors

lim (U, +V,) = 400

n—oo

(i1i) Si (Up)nen est minorée par un nombre X > 0 alors

lim (U, x V,,) = 400

n—r oo



(i) Si lim U, = 0. et U, > 0 pour n assez grand alors
n—oo

Proof. Exercice U

Exemple 1.4.

La suite \/n tend vers +00, donc la suite \/LTZ tend vers 0.

Proposition 1.5. Toute suite convergente est bornée.

Proof. Exercice U

Proposition 1.6. Si la suite (Up)nen est bornée et lim V,, = 0 alors
n—o0

lim (U, x V,,) =0

n—00

Proof. Exercice O

Exercice

1.1.3. Formes indéterminées

Dans certaines situations, on ne peut rien dire a priori sur la limite, il faut faire
une étude au cas par cas.

Exemple 1.5. (i) +00 — 0o : il faut faire l’étude en fonction de chaque suite
pour déterminer lim (U, + V,,) comme le prouve les exemples suivants:
n—oo

— lim (expn —Ilnn) = +o00
n—oo

— lim (n —n?) = —o00
n—oo

. 1
- nli)n;o((n—i-g)—n) =0
(i1) 0 x oo : par exemple;

1
— lim — X expn =+
n—oolnn

1
— lim — xInn=20
n—oon

1
— lim—xMn+1)=1

n—oon

(iii) 2,91, ..



1.1.4. Limite et inégalités

Proposition 1.7.

(i) Soient (Un)nen et (Vi)nen deuz suites convergentes telles que Vn € N, U,, <

V., alors:
lim U, < lim V,

n—oo n—oo

(i1) Soient (Up)nen et (Vp)nen deuz suites telles que ¥n € NU, < V,, et

lim U,, = +o0 alors:
n— 00
lim V,, = 400

n—r oo

(iii) Théoréme des ”gendarmes”: Si (Up)nen, (Vi)nen et (Why)nen sont trois

suites telles que
vne N, U, <V, <W,

, et lim U, = lim W,, =1, alors:
n—oo n—oo

lim V, =1

n—00

Proof. Exercice.

Exemple 1.6. Soit la suite (Uy,)nen définie par U, =
alors les suites (Vi )nen et (Wy)nen définies par
_2n-—1 _ 2n+1
T pn41’"T n+1

Alors, pour tout entier naturel n,

De plus,
lim V,, = lim W,, =2

n—00 n—00

donc par le théoréme des gendarmes, lim U, = 2.
n—oo

1.1.5. Suites adjacentes

Définition 1.7.

2n+(=1)"

O

—m On consideére

On dit que deuz suites (Uy)nen et (Vi)nen sont adjacentes si et seulement si les

trois conditions suivantes sont réalisées:

o (Un)nen est croissante et (Vi )nen est décroissante;



e Pour tout entier naturel n, U, < V,;

e lim (U, —V,) =0

n—oo

Exemple 1.7. Les suitesU,, = 1— n%H etV, =1+ n%H sont des suites adjacentes.

1.1.6. Suites arithmétiques

Définition 1.8.

Une suite (Uy)nen est arithmétique s’il existe un réel r tel que pour tout entier
naturel n , on ait : Up41 = Uy, + 1.

1l revient au méme de dire que pour tout entier naturel n, U, = Uy + nr, c’est-a-
dire que (Up)nen est une suite affine .

r est appelé raison de la suite arithmétique.

Si (Un)nen est une suite arithmétique de raison r , on a :
Un=Up+ (n—p)r.

Exemple 1.8. e la suite (Up)nen définie par Vo = 4 et Viop1 =V, + 3 est
arithmétique de premier terme 4 et de raison 3.

e La suite des naturels est arithmétique de premier terme 0 et de raison 1.

e La suite des naturels impairs est arithmétique de premier terme 1 et de raison
2

eSomme des termes consécutifs:
La somme de termes consécutifs d’une suite arithmétique est égale au produit du
nombre de termes par la demi-somme des extremes.

premier terme + dernier terme

S = nombre de termes X 5

Exemple 1.9. e14+24+3+.. . +n= n(n2+1)
¢ S=Up+ Ui +Us+ ..+ Uy = (n+1) x Lofla

o S=Up+Upi1+ ..+ Up=(n—p+1)x Zfo

1.1.7. Suites géométriques

Définition 1.9.

Une suite (Vi )nen est géométrique s’il existe un réel q tel que pour tout entier
naturel n , on ait : Vo1 =qxV,

10



1l revient au méme de dire que pour tout entier naturel n, V, = ¢ x Vj, c’est-a-
dire que (Vy,)nen est une suite exponentielle .
q est appelé raison de la suite géométrique.

Si (Vi)nen est une suite géométrique de raison ¢ , on a :
Vn — ‘/;7 % qn—P

Exemple 1.10. e la suite (Vy)nen définie par Vo = =3 et Vi1 =5 % V,, est
géométrique de premier terme 3 et de raison 5.

e La suite des puissances successives de (2) est géométrique de premier terme
1 et de raison 2

eSomme des termes consécutifs:
La somme de termes consécutifs d’une suite géométrique de raison ¢?1 est égale

N
a:
nombre de termes

S = terme initial x — 2
l—q
Exemple 1.11. pour tout entier naturel n,
1 ,sig=20
l+q+@+¢+...+¢"={n+1 ,sig=1.
1_1‘1_n+1 , si non
q
Exemple 1.12. e S=Vo+Vi+Vas+..+V, =V x 1—1q_";1
_n—p+1
[ S:VP+‘/;7+1+'~'+Vn:VpX %

11
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