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1 — Introduction
1 —1— Insuffisance de L. P

* Une proposition est prise comme un tout,
elle est decrété VRAIE ou FAUSSE. On dit
rien sur son domaine d’application.

#*La L. P. ne permet d’énoncer des lois
generales, on ne peut enoncer que des lois
particulicres.




1 1 Insufﬁsance de L P (sulte)

Frere ( Ali, Driss ) A Pére ( Hmida , Driss ) = Pére ( Hmida , Ali)

* S1 I’on veut une lo1 indépendante des noms
propres, on ne peut pas I’énoncer avec la L. P,
ou alors 1l faudrait une infinité d’écritures.




1 1 Insufﬁsance de L P (sulte)

= Exemple :

= vx,vy,vz Frére (x,y)APére(z,x) —2>Pére(z,y)ne
peut s’énoncer qu’en L. P. O. ( ou d’ordre supérieur ).

= (Socrate est un homme ) A ( Tout est mortel ) —> Socrate est
mortel en L. P.

# la généralisation de cette loi ne peut s’écrire en L. P. mais en
L.P. O.

Yx  Homme(x) - Mortel (x)|  up

; Mortel (Socrate)
Homme (socrate ) |




1 — 2 — Définition

* Un predicat est une fonction propositionnelle :
P Do VR
X = F(x)
* ou D est le domaine d’application, c’est-a-dire que

pour chaque "x"eD " le prédicat devient une
proposition P qui sera VRAIE ou FAUSSE.




2 — Langage de la L. P. O.
2 1 Alphabet des symboles

Les constantes ( eD ) a, b C, ... ouleurs
concaténation : "bloc”, "not” ,

* Les variables ( €D ):X,y,Z,
* Symboles des fonctions : f:p-— D

* L’arité n d’un prédicat = nombre de ses
arguments

* Opérateur : — , > , A , v , ©
> Séparateurs:(,), [9]9{9}
= Quantificateurs : ’universel Vet I’existentiel 3




2 2 Termes

= Un terme est :
* 1. So1t une constante
* 11. Soit une variable ou

* 111. ’application d’une fonction n-adique "’ an
termes (t;, t), t;, ..., t )

* Tous les termes sont engendrées par les regles (1) ,
(1) et (111) appliqués un nombre de fois.




2 3 Atomes

1. Les symboles des proposmons ( Predlcats
d’arité 0 ) sont des atomes

11. SI P est un prédicat d’arité¢ » > 1 et
SI t,t,, t;, ..., t sont des termes
ALORS P (t,t,t;, ..., t )estun atome.

Tous les atomes sont definit par (1) et (i1)
uniquement.



est un atome ou la

negation d’un atome.
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2 5 Formules Oll f b f

1. Un atome est une f b. f
1. SI P et ¥ sontdes f.b.f

ALORS —#.owvy, gaw, o—=w eow gont des
f.b.f.

1. SI'Y estune f.b.f. contenant la variable x
ALORS gwxuwa et r3Ixis sontdes f.b.f.

iv.Toute f.b.f. est engendrée uniquement par un
nombre fini1 d’application de (1) , (11) et (111).
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2 5 Formules ou f b f (su1te)

Exemple d'ordre de quantification :

¥x Iy (x>y) = y estfonctionde x.
Iy ¥x (x>y) = y estmdependant de x.
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2 5 Formules ou f b f (su1te)

% Varlables hbres et hees

+ Une variable est lice ~ elle est dans la portee
d’un quantificateur.

Exemple : (¥x) Plx.y) (35 Qfx,)  Pet ( sont des portées du
quantificatewr ¥ et 3 respectivement,
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2 5 Formules ou f b | (su1te)

> Une Var1able est 11bre i et Seulement SI elle n est
pas lice.

* Une variable peut étre libre et liée dans une méme
f.b.1.

Exemple : P(x)v¥x Q(x) xest bre dans P etlide dans ()

= Une f.b.f est fermée s1 et seulement si elle ne
contient aucune variable libre, sinon elle est
ouverte.
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2 7 Notatmn

* SI Q est le quantlﬁcateurv
(respectivement 3 )

alors ()’ sera le quantificateur 4
(respectivement v ).
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3 2 Interpretatlon

Une 1nterpretat10n d’une f. b f G est deﬁme par les
quatre ¢tapes suivantes :

* 1. Définir un domaine D d’interprétation, un
ensemble @ d’éléments qui sont les valeurs
possibles des termes.

* 11. Assigner a chaque constante de la £.b.f G, un
¢lément de D.

16



3 2 Interpretatlon (su1te)

* 111, Asmgner a chaque predlcat d’ar1te n > O
une applicationde ™ — /T, 7}

= 1v. Assigner a chaque fonction d’arité n = 1
une application de D" — D. On dit alors
que G est interprete sur D.
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3 2 Interpretatlon (sulte)

Exemple : soit & = (vx) (Plx) — 0.2 une mterpretation I est telle que :

[ _r A _ 1%’2
D_.xl,za.,.:;c_l,j_{z_}l
(1.1)— 5"

1— (1.2Y =1
2 PGt (21 = F
(22 > F

Alors :
Pour x=1 Py — Q2.1
o=
= 7=

Pour =2 Py — or1.1)
N
— F=1

= 7 ezt un modeéle de &

18
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3—4— Equlvalence et consequence loglque

= Identique

= Par contre la méthode de la table de vérité
est inapplicable dans la L.P.O.
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4 — Syntaxe

4—1— Schéma axiomatique

= SI ¥ est un théoreme de la L.P et s1 @ est
obtenue en substituant dans ¥ une
proposition par une f.b.f de la L.P.O ,
ALORS @ estun axiome de la L.P.O.

Exemple :

- (P A Q) - Pestuntheoreme dela L.P.
(2) B n 00 = (V) P(%) estun theoreme dela LP.O.
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4 2 Regles d’1nferences

3 2 1. méme deﬁnltlon qu’en L P

* 2.2. exemples de R.1.

* R1 : Modus Ponens

= R2 : Modus Tollens

= R3 : Principe de Réesolution

= R4 : Regle d’inférence « specialisation universelle »

= A partir de vVx , G(x) et toute cte « a » elle exhibe
(deduit) G(a) par remplacement de toute occurrence
de « X » par « a ».
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4 — 2 — Regles d’inférences

* Une occurrence d’une variable x dans
une formule F est un endroit ou x
apparait dans F sans €tre immediatement
precedee par V ou 3
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4—2— Regles d’ nferences (sulte)

= S1 ((Qx) A) est une f.b.f. , A est le scope de Qx et
x est ’occurrence quantifice par Q.

* Une occurrence de variable x est liee s1 et
seulement s1 elle est dans le scope d’un
quantificateur qui quantifie une occurrence de
cette meéme variable ou celle est elle-méme
I’occurrence quantifiee.

* Une occurrence de variable est libre s1 et
seulement s1 elle n’est pas lice.

24




4—2— Regles d’inferences (sulte)

Une Varlable est hee dans une f b f. &
une au moins de ses occurrences est liée.

* Une variable est libre dans une f.b.f. <
une au moins de ses occurrences est libre.

»= Une f.b.f. qui ne comporte pas de variable
libre est dite fermee.
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3 — Formes normales Prenex
3 1 Deﬁnltlons

= La f b. f G est sous forme normale de
Prenex si1 et seulement si G s’écrit sous la
forme : G=(Q;x, ... Q.x,) M ou Q=Vou 3,
Q. = prefixe et M est une f.b.f. sans
quantificateur dite Matrice.

= Exemple :

(YW NZ) Flx,y) ¥ H(x.z)
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3 2 Formules equlvalentes

= Les equlvalences de la L P. sont conserves, on y rajout

— (L A =0 200 — A0

(O =000 A5 S1 G ne contient aucune
(1M A G=(2x)0 M~ occurrence de x

OF M AT 2 W= (F (M A

(22 Mt o) = () (A )

OF 20 M 2 W= 2 (M D

() M A T N=( (A A )

(LA 2 A L ) M 2= ()Ll Qo) (A () MR))
(LA )Mz AL 20 M =0 (200 QM (o)A M0

21}



3 3 Passage sous f n.p

= Pour €crire une f b.f. sous f n. P On apphquera les
regles suivantes :

(1) Eliminer les <> et les —

(11) Utaliser les formules d’¢équivalences pour
ramener les 7 immédiatement devant les atomes.

(111) Utiliser le reste des formules d’équivalences
pour ramener les Q. a gauche de la f.b.1.

28
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4 e FOl'meS Standard de SkOlem:(suppression des quantificateurs )

4 — 1 - Fonctions de Skolem

® So1t ge=0h Ay . 0T 2 A Prenex
% Pour écrire (0 sous forme standard de Skolem on doit :
= 1. Mettre M sous f.n.c: A= ~..ndd )
% il Si Q= 3
+ S’iln’y a aucun V a gauche de Q; alors supprimer Q,x; et
remplacer Xx; par une constante non existante déja dans M .

.., Q, sont a gauche de Q, et sont tous des Y alors
supprimer Q.x; et remplacer toute occurrence de x; par une fonction
£(X;50 - 0 0X))-

% 1ii. Lorsque tous les 3 sont supprimés on obtient ce qu’on

appelle f.s. de Skolem les constantes et les fonctions
définies sont dites fonctions de Skolem.
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4 1 Fonctlons de Skolem (sulte)

= Remarq_ Une f. b f. peut avolr p1u51eurs
formes de Skolem.

= Kxemple :

(Vx) Axn(dy) Q) =0

C=(Va)( ) (FEnLy)

y=Ax 1% fonction de Skolem.

G=(¥n) PmaQfxy 19 forme de Skoleim.
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4 1 Fonctlons de Skolem (sulte)

= Ou blen

G=(Fy) o)A (V) £1x)
C=(I)(V2) Ly)nrin)

Soit y=z 1% fonction de Skolem.
= G=(¥1) (0{a) 7 P(x)) 22 forme de Skolem
La plug siple ef la meilleur (1a 2¢ dang notre cas).
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4—2— Formes clausales (ou ensemble de clause)

* Une clause est une dlSj onction de littéraux

Pix) . Plw=0y) sont des clauges.

* Un ensemble de clauses correspond a une

% conjonction de clauses ou chaque variable
est controlé par V .

33



4—2— Formes clausales (sulte)

R PR T I S G (ou chaquegol- est une
disjonction de littéraux (clause)) est une
forme clausale.

* On supprime tous les quantificateurs V pour
représenter @ sous la forme : #= - --~aa
Forme clausale

% ou #—ia.---.ox! ensemble de clauses.
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