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 الثامن: نظرية سلوك المنتج )الانتاج في المدى الطويل(المحور 
 (:ينمتغير  ين)الإنتاج بعنصر  الطويل المدىالإنتاج في 

عاملي الإنتاج، رأس الدال والعمل، يفتًض أنها  ومنو فان ،في الددى الطويل نفتًض أن كل عناصر الإنتاج تتغتَ
ىناك تشابو كبتَ بتُ تحليل التوازن في الددى الطويل بالنسبة للمنتج والبحث عن تعظيم الدنفعة بالنسبة  متغتَان.

للمستهلك. ىذا التشابو يتعلق بشكل عام بمفهوم الإحلال، ومفهوم التوازن، وان كان ىذا الأختَ لديو 
 نة بوضعية الدستهلك. خصوصيات مقار 

  :نعتبر دالة إنتاج، بمعتٌ علاقة بتُ كميات عناصر الإنتاج الدستعملة دالة الإنتاج بعوامل قابلة للإحلال
 ومستوى الدخرجات الدتحصل عليها لإنتاج سلعة ما، ونكتب دالة الإنتاج بالطريقة التالية :

          
ومنو فنحن في الدنطقة  ،اج رأس الدال والعمل تكون موجبة ومتناقصةمع العلم أن الإنتاجيات الحدية لعناصر الإنت

II  للإنتاج. وىذا يفتًض أن الدالةf  مستمرة وقابلة للاشتقاق بالنسبة لـK وL .  
 وخصائصه:منحنى الكميات المتساوية .مفهوم 1.2.1

 :منحتٌ الكميات الدتساوية  تعريفisoquant  ىو لرموع التًكيبات من عناصر الإنتاج التي تسمح للمنتج
 .     بالحصول على نفس مستوى الإنتاج 

 بشكل عام التمثيل البياني لدنحتٌ الكميات الدتساوية ىو كالتالي:

 
 :خصائص منحنيات الكميات المتساوية 
الدوجودة على نفس منحتٌ الكميات الدتساوية تحقق للمنتج نفس رأس الدال والعمل  كل التًكيبات من  -

 ؛مستوى الانتاج
 يستحيل أن يتقاطع منحنيي كميات متساوية؛ -
  منحنيات الكميات الدتساوية لديها ميل سالب: -
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 منحنى الكميات المتساوية : 2البيان 
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تفستَ ذلك يعود إلى مفهوم الإحلال بتُ عنصري الإنتاج رأس الدال والعمل، وذلك مع نفس مستوى الإنتاج. 
إذا قرر الدنتج تخفيض كمية عنصر إنتاج ما )مع مستوى إنتاج ثابت(، إذن عليو أن يستخدم كميات إضافية 

 من عنصر الإنتاج الآخر. ىذا يقودنا إلى مفهوم التحدب؛
ت الدتساوية يكون لزدب لضو نقطة الأصل، وىذا لو علاقة بقانون الدردوديات الحدية الدتناقصة. منحتٌ الكميا -

كلما أصبح عنصر إنتاج نادرا نسبيا، كلما تتطلب إحلال نفس الكمية من ىذا العنصر كمية أكبر من   حيث
 عنصر الإنتاج الآخر. 

 
، على الدنتج التخلي عن كميات أقل أكثر فأكثر من عنصر رأس الدال الذي يصبح نادرا نسبيا، Lبـ  Kلإحلال 

من أجل الحصول على وحدات إضافية من عنصر العمل. ىنا، الإنتاجية الحدية )أو الدردودية( لرأس الدال ترتفع، 
نصر العمل التي تنخفض، وكل ىذه العملية للإحلال تتحقق مع الحفاظ على مستوى على عكس تلك الخاصة بع

 الإنتاج ثابت. 
يتطلب التخلي عن وحدتتُ من رأس الدال للحصول على وحدة  Bإلى  Aعلى البيان، نلاحظ أن الانتقال من 
، التبادل يتحقق C إلى  B. للانتقال من1مقابل  2أو  1Lمقابل  2Kإضافية من العمل. التبادل يتحقق بـ 

  .1مقابل  5,5أي  1Lمقابل  5K. 0 بـالتبادل يتحقق  Dإلى  C، ومن 1مقابل  1أو  1Lمقابل  1Kبـ 
 ( وخصائصه:TMSTمفهوم المعدل الحدي للإحلال التقني ).2.2.1

 :تعريف ( ٍالدعدل الحدي للإحلال التقتTMST يدل على عدد الوحدات من رأس الدال التي لغب على )
 الدنتج التخلي عنها من أجل الحصول على وحدة إضافية من العمل، مع المحافظة على ثبات مستوى الإنتاج. 
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تحدب منحنى الكميات المتساوية : 3البيان 
 الإحلالوخاصية 
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TMST :يمثل إذا معدل تبادل عناصر الإنتاج وذلك بالمحافظة على نفس مستوى الإنتاج. ونكتب 

      
  

  
  

 إذا كنا نتوقع تغتَات متناىية الصغر في كميات عناصر الإنتاج، نكتب إذن:
             

  

  
  

  

  
  

 يمثل ناقص ميل منحتٌ الكميات الدتساوية.  TMSTىنا، من الناحية البيانية، فان 
صبح ي( حتى -(، نضربو في الإشارة )      و       يكون سالب ) TMST ملاحظة:
 موجب.  

  خصائص المعدل الحدي للإحلال التقنيTMST:  
- TMST يكون دائما موجب؛ 
- TMST متناقص على طول منحتٌ الكميات الدتساوية، لأنو يمثل ميل منحتٌ الكميات الدتساوية؛  
 يساوي نسبة الإنتاجيات الحدية لعناصر الإنتاج. TMSTعلى طول منحتٌ الكميات الدتساوية،  -

 :dQ=0ثابتة، أي  Qعلى طول منحتٌ الكميات الدتساوية 
   

  

  
   

  

  
                                      

  
  

  
 

   

   
       

 منحنى التكاليف المتساوية:.3.2.1
ىو الدنحتٌ الذي لغمع بتُ النقاط الدمثلة لكميات   droite d’isocoûtالتكاليف الدتساوية أو منحتٌ 

 التي لديها نفس مستوى التكاليف الكلية.  Lو Kعناصر الإنتاج 
ىو السعر الوحدوي لرأس الدال أو تكلفة كراء  rىو السعر الوحدوي للعمل أو أجر العامل، و wباعتبار أن: 

 رأس الدال.
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الانتقال على منحنى الكميات المتساوية : 4البيان 
 TMSTو 
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لرهولة، التكلفة الكلية للإنتاج تساوي  Lو Kمن عناصر الإنتاج؛ حيث  Lو Kالدنتج سوف يستعمل الكميات 
 .       ، ومنو rو wبالضرورة الدبلغ الدرجح بالأسعار )التي يفتًض أنها معروفة( لذذين العنصرين 

ومشكلتو تتمثل في كيفية توزيع ىذه الدوارد لشراء  ،وحدة نقدية C ،إذا كان الدنتج يمتلك مبلغ إجمالي من الدوارد
            لدينا بالضرورة:       عنصري الإنتاج، ومنو 

   أو:        
 

 
  

 

 
 

  ، أي:    ( ويساوي نسبة الأسعار r  >5و wىذه معادلة خط مستقيم ميلو سالب )لأن 

  
  

 

 
  

 نقاط تقاطع ىذا الخط الدستقيم مع المحورين الأفقي والعمودي يمكن تحديدىا كالتالي: 
      

 

 
  
      

 

 
  

التي يمكن أن  Kالدتوفرة ومستوى الأسعار، الكمية القصوى من عنصر الإنتاج  Cىذا يعتٍ أنو، بالنظر إلى الدوارد 
في البيان  P، وىي تدثل نقطة تقاطع خط الديزانية مع المحور العمودي )النقطة C/rلػصل عليها الدنتج تساوي 

تكون معدومة. وبنفس الطريقة، في نقطة تقاطع خط  Lالتالي(، حيث الكمية الدستعملة من عنصر الإنتاج 
تكون معدومة ويستطيع الدنتج شراء  K( فان الكمية من عنصر الإنتاج Sالديزانية مع المحور الأفقي )النقطة 

C/w  وحدة من عنصر الإنتاجL . 
 

 
. Lو  Kكل النقاط على خط الديزانية متساوية من حيث التكلفة، ولكن الكميات لستلفة من عناصر الإنتاج 

خط الديزانية أو خط التكاليف الدتساوية يسمح بتحديد لرموعة التًكيبات الدمكنة من عناصر الإنتاج التي يمكن 
 .OPSللمنتج الحصول عليها تحت قيد الديزانية المحدد سابقا؛ ومنو فان لرال اختيار الدنتج لزدد بالدثلث 

  توازن المنتج:.4.2.1
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 التكاليف المتساوية منحنى خط الميزانية أو : 5البيان 
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دد بوضعية واحدة والدتمثلة في تعظيم الدنفعة تحت قيد. بالنسبة للمنتج على عكس الدستهلك والذي توازنو لز
 ، وتعظيم الربح. معتُ نتاجلإتكلفة ال، تقليل لتكلفة معينة ىناك ثلاثة وضعيات توازن وتتمثل في: تعظيم الإنتاج

 :تعظيم الإنتاج لتكلفة معينة 
حالة أسواق الدنافسة( تبحث عن أكبر إنتاج لشكن نفتًض ىنا أن الدؤسسة وىي تبيع منتوجها بسعر ثابت )وىي 

معينة. في ىذه الحالة يريد الدنتج الرفع من إنتاجو بالنظر إلى القيد )مستوى موارده وأسعار  يزانيةبتكلفة معينة أو بم
 عناصر الإنتاج(. 

 
 بيانيا:التوازن  -

إن مقابلة خط التكاليف الدتساوية وخريطة منحنيات الكميات الدتساوية تسمح بتعريف نقطة توازن الدنتج الدتمثلة 
 في نقطة الدماس بتُ منحتٌ التكاليف الدتساوية ومنحتٌ الكميات الدتساوية. 

 3في نفس الوقت منحتٌ التكاليف الدتساوية الدعرف سابقا وخريطة منحنيات الكميات الدتساوية ) ىناكفي البيان 
منحنيات كميات متساوية فقط تم تدثيلها وىذا للتبسيط(. لرال الاختيارات الدمكنة لشثلة كما سبق وأن رأينا، 

، من الواضح أنو يمكن Pلقصوى (. ننطلق على سبيل الدثال من النقطة اPS)بما في ذلك الحد  OPSبالدثلث 
( ولكن يمكن Q1مع منحتٌ الكميات الدتساوية  PSالخط الديزاني  نقطة تقاطع P1)في النقطة  Q1إنتاج الكمية 

، وأقصى إنتاج يمكن بلوغو يتحقق في نقطة واحدة وىي النقطة Q2إنتاج وبنفس التكلفة، مستوى إنتاج أعلى، 
Eلدتساوية ، نقطة لشاس بتُ منحتٌ الكميات اQ2  والخط الديزانيPS . 
E  ىي نقطة عظمى لأنو من جهة، منحنيات الكميات الدتساوية الأبعد مثلQ3  لا يمكن بلوغها )بالنظر إلى

يؤدي إلى الطفاض مستوى  Eبعيدا عن النقطة  PSالديزانية والأسعار(، ومن جهة أخرى أي انتقال على الخط 
مى توجد بالضرورة لأنو وحسب الفرضية توجد مالا نهاية من منحنيات (. ىذه القيمة العظQ1< Q2الإنتاج )
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 تعظيم الإنتاج لتكلفة معينة: 6البيان 



6 
 

الكميات الدتساوية الدتناقصة والمحدبة؛ خط الديزانية لديو ميل سالب، ومنو وبالضرورة فهو يمس إحدى منحنيات 
 . Eالكميات الدتساوية في النقطة 

( Q2في البيان تسمح بتحديد مستوى الإنتاج الأعظم الذي يمكن للمقاول إنتاجو )ىنا   Eإن وضعية النقطة
(. ومنو ىناك تحديد في نفس الوقت لحجم الإنتاج ولتًكيبة LE , KEوكذلك تركيبة عوامل الإنتاج الدستخدمة )

 عوامل الإنتاج الدستعملة. 
استخراج قاعدة التسيتَ التالية: في التوازن )في القيمة من ىذه الوضعية للتعظيم )أو للتوازن(، يمكن كذلك 

 العظمى( نسبة الإنتاجيات الحدية تساوي نسبة أسعار عناصر الإنتاج.
الدعرف بـ ناقص ميل منحتٌ الكميات الدتساوية يساوي  TMSTنعلم لشا سبق أن الدعدل الحدي للإحلال التقتٍ 

         :نسبة الإنتاجيات الحدية لعوامل الإنتاج
  

  
 

   

   
، أي في كل نقطة من منحتٌ الكميات 

  لدينا:   Eالدتساوية بما فيها النقطة 

  
  

   

   
موجودة أيضا على خط الديزانية الذي ميلو  E. بينما النقطة  

  يساوي: 

  
  

 

 
   ومنو نستخرج العلاقة الرياضية التالية:   ،  

   
 

 

 
 

من ىذه العلاقة يمكن أن نستخرج القاعدة التالية: في التعظيم )النقطة العظمى(، تتساوى الإنتاجيات الحدية 
  لصد:   من الدساواة السابقةحيث  ،قسومة على الأسعارالد

   

 
 

   

 
    

 (:استعمال مضاعف لاغرونج)جبريا التوازن  -
. multiplicateur de Lagrangeيمكن الوصول إلى نفس النتائج باستعمال طريقة مضاعف لاغرونج 

 نكون الدعادلة:          والقيد الديزاني           انطلاقا من دالة الإنتاج 
                       

 .  λو  K ،Lىي دالة لـ £ ، ىو مضاعف لاغرونج  λحيث أن 
 بالنسبة للمتغتَات الثلاثة ونساويها إلى الصفر.£ الجزئية لـ  لضسب الدشتقات£ لتعظيم 

    ⁄            
   

 
               

    ⁄           
   

 
               

    ⁄                                  
 انطلاقا من الدعادلتتُ الأولى والثانية، لصد النتائج السابقة:

   

 
 

   

 
          و          

   
 

 

 
 

في التوازن؛ أو لدينا تساوي الإنتاجيات الحدية   يبدو واضحا أن نسبة الإنتاجيات الحدية تساوي نسبة الأسعار
 يساوي إلى نسبة الإنتاجيات الحدية مقسومة على الأسعار. λلاغرونج  عاملمقسومة على الأسعار؛ كما أن م

 لاغرونج لديو أيضا تفستَ اقتصادي الذي يمكن استخراجو من التحليل التالي: أو معامل مضاعف
 (: Q، نستخرج عبارة التغتَ الكلي لذذه الدالة )التفاضل        من دالة الإنتاج  -
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             (: C، نستخرج التغتَ الكلي )تفاضل         من القيد الديزاني  -

        و          في حتُ أنو في التوازن، برىنا أعلاه أن: 
                              ومنو: 

               إذا كان:
  ( يقيس إذا الزيادة في الإنتاج الناتجة عن وحدة إضافية من الديزانية.λمضاعف أو معامل لاغرونج )

 :تقليل التكلفة لإنتاج معين 
أن الدنتج يبحث  ىنا الدنتج يبحث عن أكبر إنتاج لتكلفة ما أو نفقة لزددة، سوف نفتًضبدل من أن نفتًض أن 

 عن تقليل التكلفة لدستوى إنتاج معتُ بالنظر إلى دفتً الطلبات، أو توقعات البيع.
. دالة       لدستوى الإنتاج المحدد           :الدنتج يبحث افتًاضا عن تقليل تكلفة الإنتاج

تكون معطاة؛ ومنو بالنسبة للمنتج فان الأمر  rو wوأسعار عناصر الانتاج           :ىيالإنتاج 
 بأقل تكلفة.  Q0التي تسمح لو بإنتاج الكمية  Lو Kيتعلق باختيار الكميات 

 بيانيا:التوازن  -
وخطوط التكاليف  ،    لقد مثلنا في البيان التالي منحتٌ الكميات الدتساوية الدرتبط بمستوى الإنتاج 

 :التي لديها نفس الديل ولكن ترتبط بتكاليف إنتاج لستلفة C1 , C2, C3الدتساوية الثلاثة: 
     الدعادلة: Cبالنسبة لأي قيمة لـ  . وبصفة عامة لدينا في الواقع         

 

 
  

 

 
 

 
ىو الدتغتَ وتم تدثيلو بثلاث خطوط تكاليف متساوية فقط   Cلقد تم تعديل التوازن بشكل بسيط يبتُ فرضية أن

 )وىذا للتبسيط(، في حتُ أنو توجد ما لا نهاية من خطوط التكاليف الدتساوية. 

K 
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 تقليل التكلفة لإنتاج معين : 7البيان 
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اعتمادا  Q0تَ الدمكن في ىذه الحالة إنتاج الكمية ىو مقصى لأنو من غ  C1مستوى التكاليف الدمثل بالخط
بتًكيبات  Q0. بالدقابل يمكن إنتاج الكمية C1على أي تركيبة من عوامل الإنتاج الدتوفرة انطلاقا من ىذه النفقة 

، حيث نرى أن Eلضو  Sأو Rولكن ننتقل من   C3، الذين يرتبطان بالتكلفةSو Rمن عوامل الإنتاج مثل 
 لو الحصول على نفس مستوى الإنتاج بتكلفة أقل. الدنتج يمكن 

حيث منحتٌ الكميات الدتساوية يمس إحدى خطوط التكاليف  Eنرى أن الدنتج يكون في توازن في النقطة 
 الدتساوية. 

نبرىن أنو في التوازن )أقل تكلفة لدستوى إنتاج معتُ(، فان نسبة الإنتاجيات الحدية تتساوى مع نسبة أسعار 
  :نتاج، وسوف نصل إلى ىذه النتيجة بطرق تحليليةعناصر الإ

، حيث في ىذه C2ومنحتٌ التكاليف الدتساوية Q0 ىي نقطة لشاس بتُ منحتٌ الكميات الدتساوية  Eالنقطة 
  ) Q0النقطة ميل منحتٌ الكميات الدتساوية 

  
 ) C2( يساوي ميل منحتٌ التكاليف الدتساوية 

 

 
(. ومنو 

 فان:
  

  
  

 

 
  

  

  
 

 

 
  

   ومنو نستخرج العلاقة الرياضية للقاعدة الدذكورة سابقا:   

   
 

 

 
 

من ىذه القاعدة يمكن أن نستخرج العلاقة التالية: في التعظيم )النقطة العظمى(، تتساوى الإنتاجيات الحدية 
  لدينا:   مقسومة على الأسعار. فمن الدساواة السابقة

   

 
 

   

 
 

 (:مضاعف لاغرونجاستعمال )جبريا التوازن  -
من أجل مستوى انتاج معتُ، حيث          :الدنتج يبحث عن تقليل تكلفة الإنتاج

 [         ]         نبتٍ معادلة لاغرونج: ،           
 K,L, ىو مضاعف أو معامل لاغرونج، نشتق معادلة لاغرونج جزئيا بالنسبة للمتغتَات الثلاثة   حيث 

 ونساويها إلى الصفر، حيث:
    ⁄               

   

 
 

 

 
               

    ⁄              
   

 
 

 

 
               

    ⁄                                          
 انطلاقا من الدعادلتتُ الأولى والثانية، لصد:

   

 
 

   

 
         أو      

   
 

 

 
 

ثم           :لدينا تغتَ أو تفاضل دالة الإنتاجحيث . تحديدهيمكن كذلك  µمعتٌ مضاعف لاغرونج 
 :كالتالي        تفاضل دالة التكلفة 
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(: Qنستخرج عبارة التغتَ الكلي لذذه الدالة )التفاضل  ،         من دالة الإنتاج: -
                  

: على الشكل C لـلدالةالكلي  أو التفاضل ، نستخرج التغتَ       من دالة التكاليف:  -
             

        و          في حتُ أنو في التوازن، برىنا أعلاه أن: 
                                         ومنو:

           إذا كان: 
  يقيس إذا التكلفة الحدية أو إضافي التكلفة الناتج عن إنتاج وحدة إضافية من الدنتوج. µمضاعف لاغرونج 

 تعظيم الربح والاستعمال الأمثل لعوامل الإنتاج: 
إذا كان الدنتج ينتج انطلاقا من كمية معينة من عناصر الإنتاج، تعظيم ربحو يمكن تحليلو مباشرة. سعر الدنتوج 

وىو ما سيتم  ،( تكون معطاة وىو ما يعتٍ أننا في إطار منافسةrو w( وأسعار عناصر الإنتاج )Pالنهائي )
 التعمق فيو في الأجزاء القادمة. 

( ومستوى Pبسعر البيع  Qىو الفرق بتُ الدخل الإجمالي أو الإيراد الإجمالي )إنتاج كمية مباعة   ربح الدنتج 
 التكاليف. 

       لدينا: 
        و                و

                   ومنو:
 يتم تعظيمو بالنسبة لذذين الدتغتَين. Lو Kالربح دالة لـ 

 تساوي الصفر، كشرط أساسي لتعظيم الربح، ومنو: Lو Kنضع الدشتقات الجزئية بالنسبة لـ 
    ⁄                       
    ⁄                       

ىي على التوالي الإنتاجيات الحدية لعناصر الإنتاج، وىي الدشتقات الجزئية لدالة الإنتاج؛     و      بينما 
 تدثل إذا الإنتاجيات الحدية بالقيمة النقدية لكل من عناصر الإنتاج.      و      

سعره )سعر حتى يعظم الدنتج ربحو، لغب أن تكون الإنتاجية الحدية بالقيمة النقدية لكل عنصر إنتاج تساوي نا ى
على سبيل  Lعنصر الإنتاج(. يفهم من ىذا أن من مصلحة الدقاول الزيادة في استعمال عنصر إنتاج معتُ )

( أكبر من سعر ىذا     الدثال( مادام الإيراد الإضافي الناتج عن استعمال وحدة إضافية من ىذا العنصر ) وىو 
نصر )يمكننا أن نكتفي بالإشارة أن شروط الدرجة الثانية العنصر، بمعتٌ تكلفة استعمال وحدة إضافية من ىذا الع

 (.        و        تتطلب أن تكون الإنتاجيات الحدية متناقصة 
يمكن أختَا أن نلاحظ أن الشروط الضرورية لتعظيم الربح تدثل حالة خاصة من الشروط التي وجدناىا سابقا 

 :لدينا لشا سبق كلفة تحت قيد إنتاج معتُ، في الوقعلتعظيم الإنتاج تحت قيد تكلفة معينة أو تقليل الت
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    أو  

 
 

   

 
  

 مسار التوسع ومردوديات الحجم: .5.2.1
 أو الدسار الأمثل للإنتاج  مسار توسع الدؤسسة: مسار التوسع تعريفsentier d’expansion   ىو

الدنحتٌ الذي يربط بتُ نقاط التوازن، عندما تتغتَ التكاليف مع بقاء أسعار عناصر الإنتاج ثابتة. وىو الدنحتٌ 
 الذي يرتفع على طولو مستوى الإنتاج. 

 شكل منحتٌ مسار التوسع يتعلق بشكل دالة الإنتاج. يمكن توضيح ذلك في البيانتُ التاليتُ:

 
 نقاط التوازن ليست على نفس الدستوى، ومنو يكون مسار التطور على شكل منحتٌ. 

 

K 

C/w Cʹ/w 

 
Cʹʹ/w 

 
L 

Cʹʹ/r 

Cʹ/r 

C/r 

Eʹʹ 

Eʹ 

E

 مسار توسع  غير خطي : 8البيان 

K 

C/w Cʹ/w 

 
Cʹʹ/w 

 
L 

Cʹʹ/r 

Cʹ/r 

C/r 

Eʹʹ 

Eʹ 

E

 مسار توسع خطي : 9البيان 
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  ، بمعتٌ من الشكل: Cobb-Douglas1 كوب دوغلاس  عندما تكون دالة الإنتاج من النوع

، فان مسار التوسع يكون على شكل خط مستقيم، وىو ما يعتٍ أن نقاط التوازن الدتتالية تكون على      
نفس الدستوى. يمكن أن تكون ىذه حالة الدوال الدتجانسة، ولكن من الضروري ملاحظة أن بعض دوال الإنتاج 

 ما معتٌ دالة إنتاج متجانسة؟ومنو الغتَ متجانسة يمكن أن تدثل كذلك مسار توسع خطي. 
 يقال عن دالة الإنتاج أنها متجانسة من الدرجة :مردودية الحجم تعريف n ،إذا ومن أجل t  موجب، تضرب

                     ومنو:، t في L و K عندما نضرب عناصر الإنتاج tn دالة الإنتاج في
 حالات: 3لظيز  يمكن أن

 مردوديات عنصري الإنتاج متزايدة.:     إذا كان -
بأكثر من  إذا ضاعفنا على سبيل الدثال قدرات الإنتاج من رأس مال وعمل، فان مستوى الإنتاج يزدادتعتٍ 

 Rendements d’échelle الضعف، ومنو أتت عبارة مردوديات السلم لعناصر الإنتاج الدتزايدة
croissants. 

 مردوديات السلم متناقصة.:     إذا كان -
 مردوديات السلم ثابتة. :     إذا كان -

 مرونة الإحلال: .6.2.1
 كل إنتاج يتعلق بنسبة أسعار عناصر الإنتاج 

 
فأي تعديل في ىذه النسبة سيؤدي آليا الى تعديل مستوى  ، 

 ، بمعتٌ النسبة l’intensité capitalistiqueالتًكز الرأسمالي أو الشدة أو الكثافة الرأسمالية 

 
. 

 :والتي تساوي التغتَ النسبي للكثافة الرأسمالية بالنسبة للتغتَ النسبي  مرونة الإحلال، التي يرمز لذا بـ  تعريف ،
 لنسبة أسعار عناصر الإنتاج. وتساوي:

  

     ⁄

    ⁄

     ⁄

    ⁄

  

وىي تقيس حساسية الذيكل التقتٍ لكل تعديل في ىيكل الأسعار. ىذه الدرونة تدل على علاقة تغتَ بتُ الكثافة 
 الرأسمالية ونسبة أسعار عناصر الإنتاج. وتدل كذلك على تغتَ 

 
 الناتج عن تغتَ  

 
  %.1بـ  

 :وخصائصها كوب دوغلاس  دالة الإنتاج.7.2.1
ويتعلق الأمر بدالة إنتاج بعناصر إنتاج قابلة للإحلال، وىي دالة تم استعمالذا بكثرة من قبل الددرسة الكلاسيكية 

 الجديدة في نظرية الإنتاج، بالنظر إلى خصائصها الرياضية والاقتصادية. 
               وتكتب بالطريقة التالية: 

  ثابت وموجب ليس لديو أي معتٌ نظري، ولكن يبقى ضروري من أجل الحساب؛ Aحيث 
                                                           

1
 سنتطرق لذذه الدالة لاحقا.  
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K  وL لعا عناصر الإنتاج؛ 
      و        معاملات حيث   و   
 كوب دوغلاس  خصائص دالة الإنتاج: 
        :ىي دالة متجانسة من الدرجة -

                                           
الإنتاجيات الحدية لعناصر الإنتاج رأس الدال والعمل ىي دائما متناقصة، وينتج عن ذلك أن الدنتج موجود في  -

 :من الإنتاج llالدنطقة 
        في الواقع،

  

  
          

   وبما أن ميل الإنتاجية الحدية لرأس الدال لزدد بـ:  

                  

   ومنو:          أن:حيث 

       
  :نقوم بنفس التحليل بالنسبة بعنصر العمل فنصل إلى نفس النتائج

        لدينا،
  

  
          

   وبما أن ميل الإنتاجية الحدية لرأس الدال لزدد بـ:  

                  
   ومنو:          حيث أن:

       
     الدعدل الحدي للإحلال التقتٍ  -

     
   

   
 

  

  
  

  

 
        

         
 

 
 

 

 
  

 تدثل الدرونات الجزئية الإنتاج:  و   الأسس  -
        : لدينا

     : و
  

  
 

 

 
                        

      :و
  

  

 

 
                      

 ملاحظة:
 مردوديات السلم متزايدة؛:       إذا كان -
 مردوديات السلم متناقصة؛:       إذا كان -
 مردوديات السلم ثابتة.:       إذا كان -

             ىذه النتائج تقتًب من:
    مرونة الإحلال التقتٍ  -
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 الإحلال يعطينا:، ومنو حساب مرونة          لدينا:

  

     ⁄

    ⁄

     ⁄

    ⁄

 

     ⁄

    ⁄

     

    

  

      بما أن:
 

 

 

 
 

 ومنو:

  

     ⁄

    ⁄

    ⁄      ⁄

    ⁄     ⁄

    

 :مثال عددي 
 الشكل التالي:أثبتت الدراسات التي أجريت على صناعة السيارات في الدول الدصنعة أن دالة الإنتاج تأخذ 

                 
 و ماذا تدثل؟  إذا علمت أن الدالة متجانسة من الدرجة الأولى أحسب قيمة  -
 % ، فبكم يزيد الإنتاج الكلي؟ 15إذا زاد العمل ورأس الدال معا بـ:  -
 أوجد معادلة الدسار الأمثل للتوسع.  -
 التي تعظم الإنتاج؟ Lو  K، ما ىي كميات  w = 1و  r = 2 و  C= 100 : إذا علمت أن  -

 :الحل 
 و ماذا تدثل:  حساب قيمة   -

 و متجانسة من الدرجة الأولى فان: Cobb-Douglasبما أن دالة الإنتاج من النوع 
               

  ): مرونة الإنتاج بالنسبة لرأس الدال  حيث تدثل 
  

  
 

 

 
) 

% ( وىذا لأن دالة الإنتاج 15% ، فان الإنتاج الكلي يزداد بنفس النسبة )15إذا زاد العمل ورأس الدال معا بـ: 
 متجانسة من الدرجة الأولى.

 إلغاد معادلة الدسار الأمثل للتوسع: -
                        لدينا دالة الإنتاج: 
 ولدينا في التوازن: 

     
 

 
 

    

    
 

 

 
 

  

  
  

  

 
 

 
  

             

              
 

 
 

 

 
 

 

 
   

 

 
              

 w = 1و  r = 2 و  C= 100 : التي تعظم الإنتاج إذا كان  Lو  Kكميات 



14 
 

 بالتعويض قي دالة الدسار لصد:
  

 

 
    

 

 
            

 ودالة التكلفة:
                                

 ( لصد:2( في )1بتعويض )
       (

 

 
 )           و               

 دوال الطلب على عناصر الإنتاج: .8.2.1
على العموم تستخرج دوال الطلب على عناصر الإنتاج من طرف الدنتج باعتبار الطلب على الدنتوج الذي ينتجو 

 الدقاول، وتكتب دوال الطلب على عناصر الإنتاج على الشكل:
             
             

 ىذه الدوال من شروط الدرجة الأولى لتعظيم الربح.وتستخرج 
 :مثال عددي 

     تكتب دالة الإنتاج لدؤسسة ما على الشكل:   
 

    
 

  
 سعر العمل ،  wسعر رأس الدال و  rسعر الدنتوج و  Pباعتبار 

 ؛Lو  Kأوجد دوال الطلب على عناصر الإنتاج  -
  إذا كانت الأسعار كالتالي: Lو Kأوجد دالة الدسار الأمثل للإنتاج والكميات الدستعملة من  -
               
 :الحل 
 إلغاد دوال الطلب على عناصر الإنتاج: -

                        
 

    
 

         

    
  

  
 

 

 
    

 

    
 

      
   

 
 

  
 
 

                 

    
  

  
 

 

 
   

 

     
 

      
   

 
 

  
 
 

                 

 ( لصد:2( على الدعادلة )1بقسمة الدعادلة )
   

 
 

  
 
 

   
 
 

  
 
 

 
 

 
 

  
 
 

 
 
 

 
 

 
 

  
 
 

 
 

 
 

 

 
 

 

 
   

 

 
                 



15 
 

 ( لصد: 1( في )3بتعويض الدعادلة )

  (
 

 
 )

 
 

  
 
 

   
   

 
   

 
 

  
 
   

 
 

   
   

 
  

  
 
   

 
   

   
 

   
 
   

 
 

  
 

   

   
  

   
 
   

 
 

               

 ( لصد:3( في )4بتعويض الدعادلة )

  
 

 
[

  

   
 
   

 
 

]    
  

   
 
   

 
 

  

 إلغاد دالة الدسار: -
  (( :3لدينا لشا سبق )الدعادلة )

  
 

 
    

 

 
   

 : Lو  Kإلغاد كميات  -
 ( لصد:5( و )4بالتعويض في الدعادلات )

  
  

   
 
   

 
 

 
    

     
 
     

 
 

       

  
  

   
 
   

 
 

 
    

     
 
     

 
 

       

 
 


