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 فصـــــــل تمييــــــدي

 
 ؛رياضيات المؤسسة مفيوم-1

 ؛أساليبيا -2

 ؛النموذج-3

 ؛مكونات النموذج-3-1

 ؛أنواع النماذج -3-2

 .خطوات تصميم نموذج-3-3
 
 :رياضيات المؤسسة مفيوم-1

  ىي استخداـ الأساليب والأدوات الكمية المختمفة لمعالجة المشكلات التي تتصؼ بمحدودية الموارد
 ؛وتعدد البدائؿ في ظؿ وظائؼ المؤسسة

  .ىي التحضير العممي لاتخاذ القرارات 

تتسـ رياضيات المؤسسة بتعدد وتنوع أساليبيا، وكؿ أسموب لو مجاؿ استعمالو منيا: البرمجة  أساليبيا: -2
ؿ الخطية، برمجة الأىداؼ، نموذج النقؿ، نماذج شبكات الأعماؿ، نماذج صفوؼ الانتظار، تحميؿ سلاس

 ماركوؼ، نظرية المباريات، نماذج الرقابة عمى المخزوف، البرمجة الديناميكية، نماذج المحاكاة.
ىو تمثيؿ أو تجريد مبسط لمواقع العممي في صورة مجموعة مف المعادلات، والرموز الرياضية، النموذج: -3

أف يصب في قالب رياضي  أي ىو تمثيؿ رياضي لمواقع مف خلاؿ التجريد والتبسيط، )لأف الواقع أعقد مف
دوف أف يكوف ىناؾ تضحية بحقائؽ ممموسة، والتجريد والتبسيط يتـ مف خلاؿ وضع الفرضيات )الفرضية 

 .ىي تخميف مؤقت نعتقد ىو الأصوب لبموغ ما نصبو إليو(

 يتكوف النموذج مف الثوابت والمعالـ مكونات النموذج: -3-1

 :ؿ بيا إلا في حالة إثبات عكس ذلؾ عمميا مثؿىي قيـ ثابتة تـ اكتشافيا ويعم الثوابت   

         وىي قيمة معتمدة منذ اكتشافيا مف طرؼ الفراعنة غداة تأسيس الأىرامات، و      
 ؛اكتشافيا مف طرؼ النيبر الألمانيوىي قيمة ثابتة منذ 

 :؛ىي عبارة عف قيـ ثابتة يتـ اعتمادىا وفؽ الغرض خلاؿ أداء النموذج المعالم 
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 :الداخمية والخارجيةفالداخميةتتحددقيميامنداخؿ النموذج وىي  تغيراتمالىناكعدة تصنيفات:المتغيرات
الخارجية فيي تتحدد  تغيراتمالتؤثر في بعضياالبعض مع تأثرىا بالمتغيرات الخارجية ولا تؤثرفيياأما 

 ؛مف خارج النموذج وىي تؤثر في المتغيرات الداخمية ولا تتأثر بيا
 :عادة ما يعبر عنيا في صورة متباينات و/أو معادلات. القيود 

 تنقسـ إلى:أنواع النماذج:  -3-2

 :الإحصائيةالنماذج الوصفية: يتـ بناؤىا لوصؼ المشكمة منيا النماذج  - تبعا لغرض النموذج 
النماذج المعيارية: وىي النماذج التي تعطي الحؿ الأمثؿ لممشكمة التي يمثميا  -)المتوسطات(، 

نماذج تنبؤية: تكوف  -نموذج وىي تعتبر بذلؾ مف النماذج المثالية مثؿ نموذج البرمجة الخطية، ال
ما اتخذ قرار معيف وذلؾ عف طريؽ الربط بيف المتغيرات التابعة  إذاليا القدرة عمى التنبؤ بما يحدث 
 ؛والمستقمة مثؿ السلاسؿ الزمنية

 :لا تأخذ بعيف الاعتبار التغير في الزمف، نماذج  نماذج ساكنة: وىي التي- تبعا لخصائص النموذج
 ؛حركية وىي التي تتغير مف فترة زمنية لأخرى

 :نماذج تحديدية: تفترض حالة التأكد التاـ والمعرفة الكاممة عند تصميميا،  - تبعا لدرجة التأكد- 
 ؛نماذج احتمالية: معاملات النموذج غير معمومة

  نماذج تحميمية: يتـ حميا بأساليب رياضية أو تحميمية معروفة مثؿ طريقة  - الحل: لإجراءاتتبعا
نماذج المحاكاة: تصؼ ما يحدث خلاؿ فترة زمنية مختارة تحت مجموعة مف الظروؼ   -السمبمكس، 

 المتنوعة ويناسب ىذا النموذج العلاقات المعقدة.
 لآتية:يمر تصميـ أي نموذج عبر الخطوات اخطوات تصميم نموذج: -3-3

 ؛الملاحظة 
  تعريؼ المشكمة وصياغتيا: والتي تتجمى في وجود خمؿ يتمثؿ في اختلاؼ الحالة القائمة عف الحالة

 ؛المرغوبة
  تحديد اليدؼ أو مجموعة الأىداؼ المرغوب تحقيقيا:مثؿ ىدؼ واحد تعظيـ الربح أو التقميؿ مف

 ؛ؼ تعظيـ الربح مع زيادة المبيعاتالتكاليؼ، أو أكثر مف ىد
 ؛صياغة الفروض المناسبة 
  ؛ضع الفحص )متغيرات، معالـ، قيود(تحديد العوامؿ والعناصر الملائمة لممشكمة مو 
 ؛مومات والبيانات الخاصة بالنموذجتجميع المع 
 ؛تكويف نموذج رياضي 
 ؛حؿ النموذج 
 ؛تجربة النموذج وتعميمو 
 .مراقبة النموذج وتطبيقو بعد التأكد مف ملاءمتو 
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 البرمجة الخطية: لأولالفصلا
 

 ؛رضيات واستخدامات البرمجة الخطيةمفيوم، ف -1
 ؛عناصر البرمجة الخطية-2
 ؛الصياغة الرياضية لمبرنامج الخطي -3
 ؛صيغ النماذج الخطية -4
 ؛طرق حل مشكمة البرمجة الخطية -5
 ؛طريقة الحل البياني-5-1
 طريقة السمبمكس؛ -5-2
 ؛الثنائية )المرافقة(المسألة  -6
 تحميل الحساسية.-7
 

 مفيوم، فرضيات واستخدامات البرمجة الخطية: -1

 كر منيا عمى سبيؿ المثاؿ ما يمي:عرفتيذىالتقنية)الأسموبالكمي(عدةتعاريؼ نذمفيومالبرمجةالخطية:-1-1
عرفتيا المنظمة العربية لعمومالبرمجةالخطيةعمىأنياطريقةرياضيةلتخصيصالمواردالنادرةأو المحددة مف أجؿ 
تحقيقيدؼ معيف حيث يكوف مف المستطاع التعبير عف اليدؼ والقيود التي تحد مف القدرة عمىتحقيقيفي 

 صورة معادلات أو بيانات خطية.كما أف ىناؾ تعاريؼ مختصرة لمبرمجة الخطية نذكر منيا: 

 ؛ىداؼ المطموبةىي ذلؾ الأسموب الذي ييتـ بالاستخداـ الأمثؿ لمموارد المحدودة لتلائـ الأ 
 .البرمجة الخطية نموذج كمي يسعى إلى تعظيـ أو تدنية دالة معينة في ظؿ مجموعة مف القيود 

تستخدـ البرمجة الخطية في كؿ المسائؿ الاقتصادية التي تيدؼ عف البحث عف  مجالات استخداميا: -1-2
ية أو التقنية أو ىما المتغيرات الاقتصادية بيدؼ إيجاد أمثمية الاستخداـ في وجود مجموعة مف القيود المال

معا، ومف المواضيع التي تستخدـ فييا البرمجة الخطية في مجالات العموـ الاقتصادية والمالية والتجارية 
 وعموـ التسيير عامة في حالتيف:

تعظيـ الأرباح، تعظيـ الإنتاج، تعظيـ طاقات التخزيف، تعظيـ استخداـ رؤوس في حالة التعظيم: -1-2-1
 اليد العاممة.الأمواؿ، تعظيـ 

 تدنئة التكاليؼ، تدنئة الخسائر، تدنئة عدد الموظفيف، تدنئة الأجور الإجمالية.: في حالة التدنية -1-2-2
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البرمجة الخطية كنموذج تستدعي التبسيط مما يجعميا تحتوي فقط عمى جزء مف خصائص  فرضياتيا: -1-3
 لفرضيات التي تعتمدىا ىذه التقنية.المشكمة التي يمثميا وىذا التبسيط يتجمى في مجموعة مف ا

ويمكف النظر إلييا مف ناحيتيف اقتصادية ورياضية، فرياضيا: تتطمب الخطية مف الناحية  الخطية: -1-3-1
الرياضية أف تكوف كؿ المتغيرات الداخمة في تركيبة البرنامج الخطي مف الدرجة الأولى، واقتصاديا تعني 

 التناسب بيف المدخلات والمخرجات.

يفترض في البرنامج الخطي أف المستقبؿ معروؼ بشكؿ أكيد وىذا يعني أف النموذج الأكادة: -1-3-2
 نموذج محدد.

النموذج الخاص بالبرمجة الخطية ىو نموذج مستمر وتعني الاستمرارية أف عوامؿ الاستمرارية:  -1-3-3
 الإنتاج الكميات ومستويات الأنشطة جميعيا قابمة بشكؿ تاـ لمتجزئة.

 تعني تمثيؿ الحقيقة بأكثر وفاء ممكف باعتماد الكتابة الرياضية.الرياضية:  -1-3-4

يعني أف الأنشطة المختمفة والموجودة بالنموذج تستجيب لمبدأ التجميع والذي يعني بأف  التجميعية: -1-3-5
 الأثر الكمي يتـ الحصوؿ عميو بجمع الآثار الخاصة بكؿ متغير.

 تعني أف كؿ المتغيرات أكبر مف أو تساوي الصفر. سمبية المتغيرات: عدم-1-3-6

 عناصرفيأيبرنامجخطيوىي:دالةاليدؼ،القيود،شروطعدمالسمبية.3ىناؾعناصرالبرمجةالخطية:-2

إناستخدامأوتوزيع الموارد المتاحة لا يجب أف يتـ بشكؿ عشوائي، فمف المؤكد أف ىناؾ دالةاليدف: -2-1
ىو موجود بصورة عقلانية مف خلاؿ الاىتداء بمؤشر ا ىيذىالمواردوبالتالييجبالتصرففيـتكمفةمعينةلمحصولعم

اقتصادي يشكؿ الغايةالتي نسعى إلييا، ىذه الأخيرة يعبر عنيا في صورة دالة تتكوف مف مجموعة مف 
 اليدؼ.المتغيرات تسمى متغيرات القرار نسعى مف خلاليا إلى تحقيؽ اليدؼ لذا تسمى ىذه الدالة بدالة 

يجب تحديد دوما اليدؼ المنشود مف وراء حؿ المشكمة ىذا اليدؼ قد يكوف التعظيـ  صنف اليدف:-2-1-1
 ، التكاليؼ...الخ(.لخ( أو التصغير التدنية )المخاطر) الأرباح...ا

ىي مجموعة المحددات التي لا يستطيع متخذ القرار التحكـ فييا ولكنو يحاوؿ الوصوؿ إلى  القيود:-2-2
 أفضؿ قرار في ظميا.

تعكس القيود في معظـ الحالات ندرة الموارد وىي مف الحقائؽ التي يتعامؿ معيا  طبيعة القيود: -2-2-1
 المقرر لموصوؿ إلى أفضؿ قرار في ظميا.

 ؿ مسائؿ البرمجة الخطية بصورة كبيرة مع المتباينات.تتعام شكل القيود: -2-2-2

يمكننا أولا التعبير عف كيفية صياغة نموذج البرمجة الخطية الصياغة الرياضية لمبرنامج الخطي:  -3
 صياغة عامة ثـ التطرؽ إلى كؿ حالة )التعظيـ والتدنئة( بواسطة مسألة.  
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 الصياغة العامة لنموذج البرمجة الخطية:  -3-1

يتـ تحديد دالة اليدؼ مف خلاؿ تحديد ىدؼ قابؿ لمقياس كميا أو تحديد نموذج دالة اليدف:  -3-1-1
لكفاءة الاختيار ولذلؾ يتـ التعبير عف اليدؼ المنشود مف خلاؿ دالة يطمؽ عمييا دالة اليدؼ ويرمز ليا 

 ا جبريا كما يمي: في حالة التدنئة والتي يمكف أف نعبر عني Wفي حالة التعظيـ والرمز  Zبالرمز 
Z=c1.x1 +c2.x2+…..+cn.xn 

 فإذا تعمؽ الأمر بدالة وجب تعظيميا كتبت ىذه الأخيرة كما يمي:
Max Z=c1.x1 +c2.x2+…..+cn.xn 

 وأما إذا تعمؽ الأمر بدالة وجب تصغيرىا كانت ىذه الأخيرة كما يمي:
W=c1.x1 +c2.x2+…..+cn.xnMin 

ىناؾ بعض القيود التي يتوجب حؿ المشكمة في حدودىا والتي تأخذ الصورة العامة التالية:  القيود:  -3-1-2
ai1.x1 + ai.2.x2 +……+ ai.n.xn 

يشترط البرنامج الخطي أف تكوف المتغيرات غير سالبة وىذا ما يعبر عنو  شروط عدم السمبية: -3-1-3
 x1  ≥  0 . x2  ≥  0 .x3  ≥  0……xn≥  0في النموذج بما يمي: 

ولكتابة الصيغة الرياضية العامة لنموذج البرمجة الخطية فإننا نعمد للاستفادة مف مفاىيـ المصفوفات وجبرىا، 
 Max Z=C.X:فتكوف الصيغة العامة في حالة التعظيـ مثلا

 A.X ≤ B 

 X ≥ 0 
 أما في حالة التصغير فاف الصيغة الرياضية لمبرنامج وبمغة المصفوفات تكوف كما يمي:

C.X            MinW= 

A.X ≥ b                                                                                          

X ≥ 0                                                                                             

ىنا عمى إعطاء مثاليف الأوؿ يتعمؽ بحالة التعظيـ والثاني سنعتمد الصياغة الرياضية لممسائل:  -3-2
 بحالة التدنية.

لنفرض أف شركة إنتاج الأثاث المنزلي قد قررت دخوؿ ميداف الإنتاج المكتبي  حالة التعظيم:مثال: -3-2-1
مقاعد وقد نتيجة وجود عروض أماميا، وحسب المعدات المتوفرة لدييا سابقا يمكنيا إما إنتاج المكاتب و/أو ال

قامت الشركة بتكويف لجنة تقنية متخصصة في التصميـ والمقاسات أدرجت ىذه الأخيرة وبعد الدراسة الصورة 
 الإنتاجية أماـ الإدارة العميا لمشركة وذلؾ عمى النحو التالي:
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 :كما توصمت المجنة إلى أف الشركة

طعة أسبوعيا ق 240يمكنيا الحصوؿ عمى  -
 ؛متر مربع( 1)القطعة 

 ؛ساعةفيالأسبوع120فقطأنتعمؿيمكنيا-

يمكنيا بيع كؿ الوحدات المنتجة مف المكاتب والمقاعد، لنعمؿ بيذه المعطيات لموصوؿ إلى صياغة  -
 المشكمة رياضيا.

 X1نرمز لعدد الوحدات الواجب إنتاجيا مف المكاتب بالرمز -

 X2نرمز لعدد الوحدات الواجب إنتاجيا مف الكراسي بالرمز -

ساعات عمؿ، أما المقعد  2قطع خشب، و 5وف، ويحتاج إلى 12نلاحظ أف المكتب الواحد يحقؽ ربحا قدره 
 ساعات عمؿ. 3قطع خشب، و 4وف، ويحتاج 9فيحقؽ ربحا قدره 

 صياغة المشكمة رياضيا:

تتكوف دالة اليدؼ مف عدة أجزاء كؿ منيا يعبر عف الربح المحقؽ مف الإنتاج وبيع السمع   دالة اليدف: -
 وبذلؾ فيي تعبر عف الربح الإجمالي وىي كما يمي: 

Z= 12x1+ 9x2 

ىي ربح كؿ وحدة مف كؿ مف المكتب والمقعد عمى  9و  12غير معروفة وأف  x1x2ودلؾ عمى أساس أف قيـ 
 التوالي.، وبما أف الغاية ىي تعظيـ الربح فإننا نكتب:  

MaxZ = 12x1 + 9x2 

 –قطعة مف الخشب  240المادة الخاـ  –مف خلاؿ المسألة نلاحظ أنو لدينا نوعاف مف القيود  القيود: -
 ساعة عمؿ. وعميو فالقيد الأوؿ يمكف صياغتو كما يمي: 120الطاقة التشغيمية 

5x1+4x2  ≤  240 

وذلؾ عمى أساس أف كؿ 5x1مف المكاتب فاف إجمالي الخشب اللازـ ىو  x1وىذا يعني أنو وفي حالة إنتاج 
وذلؾ عمى  4x2مف المقاعد فاف إجمالي الخشب اللازـ ىو  x2وحدة تحتاج إلى خمس قطع. وفي حالة إنتاج 
وبطبيعة الحاؿ ميما كانت التوفيقة بيف المنتوجيف فاف إجمالي  أساس أف كؿ وحدة تحتاج إلى خمس قطع.

الخشب المستخدـ لا يمكف أف يكوف أكبر مما ىو متاح أسبوعيا وعميو جاء القيد بأصغر مف أو يساوي. وقد 
ساعات عمؿ كافية في الشركة إذ أف يكوف مف غير الممكف استخداـ كؿ الخشب المتوفر بسبب عدـ وجود 

 البرمجة الخطية تأخذ في الحسباف كؿ القيود مع.

  مكتب دعمق
 ربح الوحدة )الدينار( 12 9
 كمية الخشب اللازمة )قطع( 5 4
 اللازمة لموحدة في الورشةساعات العمؿ  2 3



 

9 

وبنفس الطريقة نصؿ إلى القيد الثاني الخاص بالطاقة المستخدمة في ىذه الشركة وعميو فاف القيد الثاني 
 2x1+3x2   ≤  120يمكف صياغتو عمى النحو التالي:     

ليس  –يجب أف تكوف الوحدة المستخدمة في القياس ثابتة في القيد الواحد  -ونشير ىنا إلى نقطتيف ىامتيف: 
مف الضروري أف تكوف وحدة القياس واحدة بالنسبة لكؿ القيود فالقيد الأوؿ يستخدـ القطع الخشبية بينما 

 يستخدـ القيد الثاني ساعات العمؿ التشغيمية.
أف لا ننسى التأكيد عمى ألا تكوف أرقاـ الإنتاج قبؿ البدء في حؿ المشكمة لا بد  شروط عدم السمبية: -

أرقاما سالبة فمف غير المعقوؿ أف يتسـ الإنتاج بصورة سالبة، ويعني ذلؾ أف كلا مف عدد المكاتب والمقاعد 
 المنتجة يمكف أف يكوف صفرا أو أكثر ويعبر عف ذلؾ كما يمي:

x1≥ 0 / x2 ≥ 0 

 شكمة كما يمي:وعميو الصيغة الرياضية)النظامية( ليذه الم
Max Z = 12x1 + 9x2 

5x1+4x2 ≤ 240 

2x1+3x2 ≤ 120 

x1≥ 0 / x2 ≥0 
تعاقدت إحدى المزارع مع إحدى المؤسسات الإنتاجية المتخصصة في  حالة التصغير:مثال: -3-2-2

 70صناعة المواد الغذائية لمحيوانات وينص العقد عمى أف كؿ تركيبة وجبة غذائية يجب أف تحتوي عمى 
أنواع مف الغذاء  3وحدة مف الدىوف وليذه المؤسسة  20وحدة مف الكاربوىيدرات و  100وحدة مف البروتيف و 

 تحتوي عمى المطموب بمقادير مختمفة كما يوضح ذلؾ الجدوؿ التالي:
صياغة المشكمة  :المطموب

 رياضيا صياغة نظامية.

للأغذية،   x1  x2  x3نرمز بػ: 
يمزمنا  x1لإنتاج كمغ واحد مف 

وحدات مف 9يمزمنا x2وف،ولإنتاجكمغواحدمنالغذاء2وحدةبروتينوبتكمفة20وحدةكاربوىيدراتو 50ووحداتدىوف 4
 x2وف، ولإنتاج كمغ واحد منالغذاء 3وحدة مف البروتيف وبتكمفة  30وحدة مف الكاربوىيدرات و 30والدىوف 
 وف.5وحدة مف البروتيف وبتكمفة  40ووحدة مف الكاربوىيدرات 20وحدةمنالدىوف و11يمزمنا

 صياغة المشكمة رياضيا: -

 وبما أ ف الغاية ىي التصغير فنكتب: W= 2x1 +3x2 +5x3دالة اليدف: -
Min W= 2x1 +3x2 +5x3 

 الغداء بروتيف )و/كغ( كاربوىيدرات )و/كغ( دىوف )وحدة/كغ( التكمفة
2 4 50 20 A 
3 9 30 30 B 
5 11 20 40 C 
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قيود: وعميو القيد الأوؿ يمكف كتابتو عمى الشكؿ  3مف خلاؿ معطيات المسألة نلاحظ أنو لدينا القيود: -
التالي: كمية البروتيف الموجودة بالغذاء الأوؿ مضافا إليو كمية البروتيف الموجودة في الغذاء الثاني والموجودة 

 كف أف نعبر عنو كما يمي: في الغذاء الثالث حيث يجب أف لا يقؿ عف المطموب وىذا ما يم
20x1 + 30x2 + 40x3≥ 70 

نلاحظ أف القيد جاء أكبر مف أو يساوي لأف إجمالي البروتيف المقدـ لا يمكف أف يقؿ عما ىو ضروري في 
 الوجبة الغذائية.بنفس الطريقة نتحصؿ عمى القيد الثاني الخاص بالكربوىيدرات في ىذه المؤسسة

50x1 + 30x2 + 20x3≥ 100 

 4x1 + 9x2 + 11x3≥ 20والقيد الثالث الخاص بالدىوف :     
قبؿ البدء في حؿ المشكمة لا بد مف التأكيد عمى أف لا ننسى عمى ألا تكوف أرقاـ  شروط عدم السمبية: -

التركيبةأرقاماسالبة فمف غير المعقوؿ أف يتـ إدخاؿ كميات في التركيبة بصورة سالبة أي أف كؿ مف 
 لثلاث الداخمةفيالتركيبةيمكف أف تكوف صفرا أو أكثر مف الصفر ويعبر عف ذلؾ كما يمي:الموادالغذائيةا

0≥ x1≥ 0 x2      x3 

 Min W= 2x1 +3x2 +5x3يمكف عرض إجمالي ىذه المشكمة كمؿ يمي )صيغة نظامية(: 
20x1 + 30x2 + 40x3≥ 70 

50x1 + 30x2 + 20x3≥ 100 

4x1 + 9x2 + 11x3≥ 20 

0≥ x1  ،≥ 0  x2، x3   0 

 صيغ: القانونية أي النظامية والقياسية أي النموذجية والمختمطة.3يمكنناأننميزبيفصيغالنماذجالخطية:-4

تقيد ىذه الطريقة في توضيح نظرية التوافؽ )الثنائية كما سنرى لاحقا(،  الصيغة النظامية أو القانونية:-4-1
 ونقوؿ عف مسألة برمجة خطية أنيا تأخذ صيغة نظامية إذا كانت:

 ؛جميع متغيرات القرار غير سالبة 
 ؛ة )أكبر مف أو أصغر مف أو يساوي(جميع متباينات القيود ىي مف إشارة واحد 
 ؛ظيـ الإشارة ىي أصغر مف أو يساويعإذا كاف تابع اليدؼ مف نوع الت 
 ؛غير الإشارة ىي أكبر مف أو يساويإذا كاف تابع اليدؼ مف نوع التص 
 bi .غير محددة الإشارة 

∑ = Max Z  .وىذا ما يمكف تمثيمو بما يمي:       
 
    

/i =1. 2 ……m     .∑    
 
      

/ j =1. 2 ……n                                           0     
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.  Min W= ∑   
 
    

/i =1. 2 ……m     .∑    
 
    

/ j =1. 2 ……n                                 0     
استخدمتيذىالصيغةفيتطويرخوارزمياتالحلالأولىممسائلالبرمجة الصيغةالقياسيةأوالنموذجية:-4-2

 جميع متغيرات القرار غير سالبة. -برمجة خطية أنيا تأخذ صيغة قياسية إذا كانت:  الخطية،نقولعنمسألة

 ( جميع القيود ىي معادلات)؛نستثني مف ذلؾ قيود عدـ السمبية 
 ؛ؼ يكوف تعظيـ أو تصغيرتابع اليد 
 bi .غير سالب 

 وىذا ما يمكف تمثيمو بما يمي:
  .  Max Z = ∑   

 
   .  Min W= ∑   

 
    

/i =1. 2 ……m     .∑    
 
   /i =1. 2 ……m     .∑    

 
    

/ j =1. 2 ……n0     / j =1. 2 ……n            0     

 
يقاؿ عف مسألة برمجة خطية أنيا ذات صيغة مختمطة إذا لـ تأخذ ىذه المسألة  الصيغة المختمطة:-4-3

ويمكف الانتقاؿ مف الصيغة المختمطة إلى عند صياغتيا بدلالة المعطيات صيغة نظامية أو صيغة قياسية.
 الصيغة النظامية أو القياسية باستخداـ بعض التحويلات الأولية تماشيا مع الصيغة المراد بموغيا.

 يكافئ رياضيا تعظيـ الصيغة السالبة ليذا التابع أي أف: Zإف تصغير تابع اليدؼ  :1لتحويمةا

W=-Z :ومنوMin Z = Max –wإنأيمتباينةبإشارةمعينةيمكنأنتستبدلبمتباينة منإشارة معاكسة بضرب :2التحويمة
            (.1-)طرفييا في

 كؿ مساوية يمكف أف تستبدؿ بمتباينتيف متعاكستيف :3التحويمة 

     ,
    
    

 

كؿ متغير غير محدد الإشارة )قيمة موجبة أو سالبة أو صفرية( يمكف أف يستبدؿ بتفاضؿ  :4التحويمة 
أكبر مف أو يساوي الصفر فإف ىذا  +xو  -xغير محدد الإشارة و  xمتغيريف غير سالبيف إذا كاف مثلا  

 . +x- - xالمتغير يستبدؿ بػ  
كؿ متباينة طرفيا الأيسر يشكؿ قيمة مطمقة يمكف أف تستبدؿ بمتباينتيف نظاميتيف إذا كاف   :5التحويمة 

pوq أكبر مف أو يساوي الصفر فإف 

|   |    {
     
      

|   |و            {
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 كؿ متباينة يمكف أف تحوؿ إلى مساواة: :6التحويمة 

  ؛ويسمى ىذا المتغير بمتغير الفرؽ  بإضافة متغبر جديد غير سالب إلى طرفيا الأيسر في حالة 
  ويسمى ىذا المتغير متغير مساعد.  بطرح متغير جديد غير سالب مف طرفيا الأيسر في حالة 

            -    +أنو لدينا البرنامج التالي:  لنفرض مثال:

40                                       +     +      

50                               -     +       

20                                 +        

100                                      │≥  + 8│5   

                                          0           ،   

   غير مقيدة   
 لنعمؿ عمى الاستفادة مف التحويلات المناسبة لكتابة ىذه الصيغة المختمطة في صورة نظامية

-    +                 

40                                             )-   
 +     

 +      

+ 7    
 -   

     - 50                        -    -    

20                                           ≥   +      

- 20                                                      -    -     

100                                            )-   
 + 8 (  

 5   

100                               )-   
 - 8 (  

 -5   

0                                               
     ،  

     ،     ،   
 وكتابة الصيغة القياسية المقابمة:كما يمكننا الاستفادة مف التحويلات المناسبة 

0.   +0   +- 0.  + 0.  )-   
 +     

 -             

= 40+  )-   
 +     

   +    

= 50) -   -   
     

 -   +    

20                               +        

 100                              +   )-   
 + 8 (  

 5   

     100   +   )-   
 - 8 (  

 -5   

0                           ،  ،   ،   ،  
     ،  

     ،     ،   
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: يمكننا حؿ المشاكؿ المصاغة في صورة نماذج برمجة خطية بالطرؽ طرق حل مشكمة البرمجة الخطية -5
 طريقة السمبمكس. -الطريقة الجبرية  -الطريقة البيانية  -التالية: 

نستخدـ ىذه الطريقة عندما تحتوي المشكمة عمى متغيريف فقط لأنو يستحيؿ رسـ طريقة الحل البياني: -5-1
 تتكوف الطريقة البيانية مف الخطوات التالية:أكثر مف محوريف ومف مزاياىا البساطة. و 

 ؛وذج رياضي، ثـ عمى الشكؿ القياسيصياغة المشكمة في شكؿ نم 
  ؛المقابمة لمتغيرات المسألةرسـ المحاور الإحداثية 
 ؛ي قد مشكؿ لنا مضمع متعدد الرؤوسالتمثيؿ البياني لجميع القيود، والت 
 ؛تحقؽ جميع القيودبيا، وىي التي  تحديد منطقة الحموؿ المسموح 
 ؛ؿ دالة اليدؼ في مجاؿ الإحداثياتتمثي 
  الحصوؿ عمى الحؿ الأمثؿ إف وجد بواسطة انسحابات لمخط الممثؿ لدالة اليدؼ بالاتجاه الذي

 يحقؽ القيمة المثمى )تقيـ الدالة عند كؿ ركنية(، أو عف طريؽ تقييـ النقط الركنية.
 بعض التعاريؼ المتعمقة بمشكمة البرمجة الخطية: ملاحظة:

 :؛الواردة في مشكمة البرمجة الخطيةوىو الحؿ الذي يحقؽ كافة القيود  الحل الممكن 
 :وىو الحؿ الذي يحقؽ كافة القيود الواردة في مشكمة البرمجة الخطية وىو بالنسبة  الحل الأفضل

 ؛متخذ القرار أحسف مف الحؿ الممكفل
 وىو الحؿ الذي يحقؽ كافة القيود الواردة في مشكمة البرمجة الخطية وىو بالنسبة  :الحل الأمثل

 ؛قيقولمتخذ القرار أحسف مف الحؿ الأفضؿ والممكف ويسعى عادة إلى تح
 :إذا كاف ىناؾ:  الحل الأساسيm  مف المعادلات الخطية تحتويn  مف المتغيرات فاف الحؿ

مف المتغيرات يساوي الصفر ويطمؽ عمى  n-mيكوف فيو: الأساسي ليذه المعادلات ىو الحؿ الذي
مف المتغيرات لا يساوي الصفر ويطمؽ  nىذه المتغيرات اسـ: متغيرات غير أساسية، وأيضا قيمة 

 عمى ىذه المتغيرات اسـ المتغيرات الأساسية.

ويجب  البدلات والمعاطؼورشة خياطة تقوـ بإنتاج منتوجيف مثال عمى الطريقة البيانية في حالة التعظيم: 
أف يمر كؿ منتوج عمى ماكنتيف )خياطة ومكواة( ولإنتاج وحدة واحدة مف المنتوج الأوؿ يمزمنا استخداـ 
ساعتيف مف العمؿ عمى الماكنة الأولى وساعة واحدة عمى الماكنة الثانية، ولإنتاج واحدة مف المنتوج الثاني 

ساعات في  10سباب تقنية فالماكنة الأولى لا تعمؿ أكثر مف يمزمنا ساعة واحدة عمى كؿ مف الماكنتيف ولأ
ساعات في اليوـ،والوحدة الواحدة  6اليوـ بينما الماكنة الثانية تبعا لعمرىا وطبيعة أدائيا لا تعمؿ أكثر مف 

وىذا  وف.1وف أما الوحدة الواحدة مف المنتوج الثاني فتساىـ بربح قدره 1,5مف المنتوج الأوؿ تساىـ بربح قدره 
 ما يمكف أف نمخصو بالجدوؿ التالي:

  الماكنة الأولى خياطة الماكنة الثانية مكواة ربح الوحدة
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ولأسباب خاصة لا 
يمكف إنتاج أكثر مف 

وحدات مف  4,5
 وحدات مف المنتوج الثاني 4المنتوج الأوؿ وكذا لا يمكف إنتاج أكثر مف 

، و  x1: نرمز بػ الحل: الخطوة الأولى: صياغة النموذج الرياضي لعدد الوحدات مف المنتوج الأوؿ في اليوـ
x2  :عدد الوحدات مف المنتوج الثاني في اليوـ فتكوف دالة اليدؼ كما يمي 

          +     

      1 +           10≥وىما نوعاف: قيود الطاقة التشغيمية لمماكنتيف:لقيود ا
 6 +        

   ≤          4   ≥      /    4.5 قيود اقتصادية: )طاقة السوؽ(:

   ≥         /     0≥   0شروط عدـ السمبية:
 مف كؿ نوع مف السمع موجبة أو صفرا. وىذا يعني أف الكمية النتجة

ويلاحظ أف مشكمتنا تتكوف مف جزئيف دالة ىدؼ يراد جعميا أكبر ما يمكف والمتباينات الخاصة بالقيود التي 
 التي تمثؿ برنامج الإنتاج الذي يحقؽ كؿ القيود.  )      (   تحدد الحيز الممكف وبالتاي تحدد النقط

المسألة  يمثؿ الشكؿ الموالي محوريف الأفقي يمثؿ ر الإحداثية المقابمة لمتغيرات الخطوة الثانية: رسم المحاو 
 .   والرأسي يمثؿ الكميات المنتجة مف المنتوج الثاني    الكميات النتجة مف المنتوج الأوؿ  

 الخطوة الثالثة: التمثيل البياني لجميع القيود: 

أف عدد الوحدات مف المنتوجيف أكبر مف أو يساوي الصفر أي الشكؿ  :يعنيقيود شروط عدم السمبية -أ
 يكوف في الربع الأوؿ

    1 +   10 ≥القيد الأوؿ:القيود الفنية: -ب

ولرسـ القيد الأوؿ يتـ تجاىؿ علاقة أصغر مف أو يساوي ونفرض أنيا تساوي فقط وأفضؿ طريقة لرسـ ىذا 
يصاليما ببعضيما البعض،المستقيـ ىي تحديد نقطتي التقاطع مع       1 +   10 =المحاور وا 

إف الساعات التشغيمية لمماكنة الأولى تستخدـ مرة لإنتاج السمعة الأولى ومرة لإنتاج السمعة الثانية أي أف  
. ومف ثـ فاف نقا المستقيـ الأوؿ ىي:      فاف      وبنفس الطريقة       ومف ثـ      

لاحظ أف الخط لـ يتـ أكثر مف ىذا لأنو قديقع خارج المجاؿ الموجب أي يصبح لا يحقؽ ون (5،0)،  (0،10)
 شروط عدـ السمبية. 

 المنتوج الأولالبدلات 2 1 1,5
 المنتوج الثاني المعاطؼ 1 1 1
 الساعات المتاحة يوميا لمماكنة 10 6 
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10القيد الثاني: - 10يصبح       +  وبالأسموب نفسو كما فعمنا مع القيد الأوؿ        + 
 ( 6،0( ، )0،6)نجد:النقطتيف: 

   = 4.5:   يصبح  ≤ 4.5القيد الثالث:           -

 4 =   :    يصبح4≥  القيد الرابع:            -
 X2  

10 
9 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

     

  

  

  

 

  

 

  

    

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

X2    

فأي نقطة مف  a b c d e fالقبوؿ ىي المنطقة المحددة بالمساحة  تحديد منطقة القبوؿ:منطقةالخطوة الرابعة: 
ىذه المنطقة تعتبر حلا ممكنا لممشكمة وىذا يعني أف ىناؾ حمولا ممكنة كثيرة لممشكمة، أما الحؿ الأفضؿ 

 نقطة الأصؿ، و الحؿ الأمثؿ ىو احدى ىذه الرؤوس الخمس. fفيو يتمثؿ في النقاط الخمس ما عدا النقطة 
 تحديدنقطةالحلالأمثممنبينالنقاطالخمسيتمبأحدالطرقالتالية:إنتحديدالحلالأمثؿ:ة: ة الخامسالخطو 

 ؛طريقة تقييـ كافة النقاط الركنية 
 .طريقة رسـ دالة اليدؼ 
:طالماأنالقيودىيقيودخطية ودالة اليذؼ دالة خطية ولممشكمة حلا أمثؿ عنطريقةتقييمكافةالنقاطالركنية - أ

لىالرسـ فاف: فاف فاف  قواعد الرسـ تقتضي أف يقع الحؿ في واحدةعمىالأقؿ منالنقطالركنيةوبالنظرا 

ىي نقطة الحؿ الأمثؿ  cنلاحظ أف 
وىذامنخلا8لأنعندىايكونأكبرقيمةلمربح

 .لتعويضفيدالة اليدؼ

عن طريق رسم دالة اليدف: -ب
ؿ بأسموب يمكنالوصولإلىنفس الح

أيسر عف طريؽ رسـ دالة اليدؼ، 
دالة  إعطاءولإنشاءدالة اليدؼ يمكف 

اليدؼ أي قيمة بحيث عمى أف تكوف 

 النقط الركنية الإحداثيات  الربح التقاطع
والمقابميف  6و  5تقاطع القيديف 

 لشروط عدـ السمبية 
0 (0.0) F 

 A (0.4) 4 5و  4تقاطع القيديف 
 B (2.4) 7  4و  2تقاطع القيديف 

 C (4.2) 8 2و  1القيديف تقاطع 
 D (5.1, 4) 75, 7 3و  1تقاطع القيديف 
 e (4,5.0) 75, 6 6و  3تقاطع القيديف 
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و.ف )لقد تـ اختياره بحيث أنو يقبؿ القسمة عمى 3تقبؿ القسمة عمى معاملات دالة اليدؼ دوف باقي ولتكف 
 Z = 1.5 x1 + 1x2 = 3في دالة اليدؼ دوف وجود قيمة غير صحيحة فتكوف: 1و  1,5

 كاف: فإذاx2 = 3   x1= 0   
 ذا    x1 = 2 x2 = 0كاف :وا 

أي أف المستقيـ المار عمى النقطتيف 3ىو الخط الحامؿ لدالة اليدؼ عندما تكوف مساوية لػػ             

بعدرسمالمستقيمالممثمممعادلةدالة اليدؼ ضمف إطار الشكؿ البياني الأخير نقوـ برسـ مستقيمات موازية لو 
لدالة اليدؼ بالاتجاه الذي يحسف دالة اليدؼ حتى يمر مف أخر نقطة مف نقاط  )بإزاحةالخطالمستقيمالحامؿ

لى أقصى حدممكنتسمحبيمنطقةالحلالمقبوؿ)لأنالمطموب ىو  منطقة الحموؿ( مف خلاؿ تحريكو إلى أعمى وا 
ىي النقطة الخاصة بالحؿ الأمثؿ ويتـ تحديد  cتعظيـ دالة اليدؼ، مف الشكؿ المقابؿ يتضح أف النقطة 

 حداثياتيذىالنقطةمنالشكممنأجؿ معرفة قيمة دالة اليدؼ، وبعد ذلؾ نعوض إحداثيتاىا في دالة اليدؼ.إ
1.5 x1 + 1x2 = 3       

 :ملاحظات

  ىذا ىو الحؿ الأمثؿ والوحيد ويعني ذلؾ أف النقطةx1 = 4  و النقطةx2 = 2 ىي النقطة الممكنة
 ؛أخرى تحقؽ ربحا أقؿ الوحيدة ذات أعمى قيمة لدالة اليدؼ وأف أي نقطة

  اف مجرد توزيع الموارد عمى أساس ربحية الوحدة دوف الأخذ في الحسباف القيود لا يعد صحيحا فعمى
سبيؿ المثاؿ عمى الرغـ مف أف ربحية البذلة الواحدة أعمى مف المعطؼ إلا أف تعظيـ الربح الإجمالي 

وارد لمبدلات فإف أعمى رقـ يمكف يتطمب إنتاج كؿ مف البذلة والمعطؼ فإذا تـ تخصيص كؿ الم
 ؛وف وىو أقؿ مف ربح الحؿ الأمثؿ6بدلات وىو ما يكافئ ربحا قدره  4إنتاجو ىو 

  يجب أف نفيـ مف ىذا المثاؿ أف الحؿ الأمثؿ يكوف دائما في نقطة تقاطع القيود فأحيانا يقع الحؿ
مثؿ تمؾ الحالة إنتاج سمعة الأمثؿ عمى أحد المحاور )التي ىي نقط تقاطع أيضا( ويعني الحؿ في 
 واحدة وعدـ إنتاج السمعة الأخرى  ويتوقؼ ذلؾ عمى ميؿ دالة اليدؼ.

10 
9 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 
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في إحدى المستشفيات الخاصة طمب مف المسؤوؿ عف المطبخ : التدنيةمثال عمى الطريقة البيانية في حالة 
والفيتاميف والحديد مف جية  أف يحدد وجبة الإفطار الصباحية تستجيب لممتطمبات الغذائية مف ناحية البروتيف

وتكوف بأقؿ تكمفة مف جية أخرى، بعد الاتصاؿ بمتخصصيف في مجاؿ التغذية تـ الحصوؿ عمى المعطيات 
 .الممخصة بالجدوؿ

لنعمؿ عمى تحديد الكميات الازمة مف كؿ مف 
المادتيف الغذائيتيف في الوجبة عمى أف يتـ 

 ذلؾ بأقؿ تكمفة

سنعمؿ عمى تمخيص خطوات الحؿ  -
عدد الوحدات مف  x2عدد الوحدات مف المادة الأولى و  x1نرمز بػ x1لتشابييا مع حالة التعظيـ.  نرمز بػ 

 Min W = 3 x1 + 4 x2دالة اليدؼ ) التكمفة( لموجبة ىي كما يمي:    المادة الثانية.وبالتالي

 2x1 + 2x2  ≥ 10القيود:  
2x1 + 1x2  ≥ 7 

1.333x1 + 2x2  ≥ 8 

 x1≥  0شروط عدم السمبية:  -
x2≥  0 

قيود المحددة لممشكمة وىي تحدد 5: دالة ىدؼ يراد جعميا أصغر ما يمكف ويلاحظ أف مشكمتنا ذات جزئيف
 المنطقة أو الحيز الممكف. 

 2x1 + 2x2  = 10يصبح2x1 + 2x2  ≥ 10القيد الأوؿ: 
= 5    (0 , 5)          = 0       

= 5    (5 , 0)    = 0       

 2x1 + 1x2  = 7يصبح    2x1 + 1x2  ≥ 7القيد الثاني:   
= 7    (0 , 7)             = 0       

= 3 ,5    (3 ,5, 0)        = 0       

 1.333x1 + 2x2  = 8يصبح  1.333x1 + 2x2  ≥ 8القيد الثالث:    
= 4    (0, 4)             = 0       

= 6    (6, 0)  = 0       

 المواد الغذائية البروتيف الفيتاميف الحديد الكمفة و . ف
 المادة الأولى 2 2 1.333 3
 المادة الثانية 2 1 2 4
 الأدنى الحد 10 7 8 
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 تحديد الحؿ الأمثؿ مف أحد النقط الأربع يتـ بأحد الطريقتيف  إف:تحديد الحد الأمثل
 :تقييـ النقط الركنية 

وعندىا  Cنلاحظ أف أصغر قيمة تقع عند النقطة 
 قيمة دالة اليدؼ تكوف:

Min W = 3 *4 + 4 *1 = 16 
  عف طريؽ رسـ دالة اليدؼ: يمكف

الوصوؿ إلى نفس الحؿ الذي توصمنا إليو بطريقة 
 أيسر عف طريؽ رسـ دالة اليدؼ.

في دالة اليدؼ دوف وجود قيمة غير  4و  3وف ) تـ اختياره عمى أساس أنو يقبؿ القسمة عمى 24نأخذ
 صحيحة(.  

24  =W = 3 x1 + 4 x2:0 =       (6 , 0)   6 =إذا كاف     

     0 =       (0 , 8)   8 = إذا كاف:
ىو الخط الحامؿ لدالة اليدؼ عندما تكوف  (0 , 8)و (6 , 0)أي أف الخط المستقيـ المار بالنقطتيف  -

، بعد رسـ ىذا المستقيـ نرسـ مستقيمات موازية لو بحيث نزيح ىذا الخط بالاتجاه الذي يحسف 24مساوية لػػ 
دالة اليدؼ حتى يمر مف أخر نقطة مف نقاط منطقة 

 الحموؿ.  

 حالات خاصة في الحل البياني:-2 -5
يمكف أحيانا أف نصادؼ حالة تعدد الحمول:  -5-2-1

أكثر مف حؿ واحد وىي الحالة المسماة بتعدد الحموؿ، 
وفييا نجد عمى الأقؿ رأسيف مف رؤوس المضمع حيز 
الإمكاف يتماساف في أنف واحد مع حامؿ دالة اليدؼ 

 النقطة الركنية الإحداثيات التكمفة التقاطع
 A (7،0) 28 5و  2تقاطع القيديف 
 B (2،3) 18 2و  1تقاطع القيديف 
 C (4،1) 16  3و  1تقاطع القيديف 
 D (6،0) 18 4و  1تقاطع القيديف 
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 بحيث يكونا أخر رأسيف يصميما في حالة التعظيـ، أو أوؿ رأسيف يصميما في حالة التدنية.
 .O. A. B. E. Cالخاصة بالمضمع   B. E .Cمقابؿ والذي ىو في حالة تعظيـ نلاحظ أف النقط مثؿ الشكؿ ال

D وىي أخر الرؤوس وىي بذلؾ تحقؽ الحؿ الأمثؿ ليذه المشكمة، وبالتالي فيي توفر . عمى استقامة واحدة
كوف حامؿ دالة المرونة في اتخاذ القرار لكونيا تتيح بدائؿ عديدة، ونصادؼ ىذه الحالة خاصة عندما ي

اليدؼ موازي لأحد المستقيمات المولدة في سقؼ منطقة الحؿ الممكف في اتجاه اليميف في حالة التعظيـ وفي 
 اتجاه اليسار في حالة التصغير.

عند تعدد القيود فإنو يمكف أف نجد أحد مستقيمات ىذه القيود لا يممس حالة حياد أحد القيود: -5-2-2
أية نقطة وحينيا يكوف ىذا القيد حياديا منطقة الحؿ الممكف في 

تماما، حيث يمكف حذفو تماما مف البرنامج دوف أف يحدث ذلؾ 
أي تأثير عمى النظاـ وىذا كما ىو موضح في الشكؿ، حيث 
نلاحظ أف الحالة في حالة تعظيـ وىناؾ مستقيماف يحصراف 
منطقة الحؿ الممكف ومستقيـ ثالث حيادي، يتـ حذفو مف 

 .وف أف يؤثر فيوالبرنامج د
 
 

 
 
 
 
وىي الحالة التي تكوف فيو القيود متناقضة حيث لا تحقؽ لنا أي منطقة لمحؿ استحالة الحل:  -5-2-3

 الأمثؿ .
في حالة التعظيـ تكوف  لا نياية الحالة الاقتصادية: -5-2-4

غالبية القيود أقؿ أو تساوي مقدار ثابت غير أنو في بعض 
الأحياف يكوف ىناؾ تناقض بيف دالة اليدؼ والقيود فتكوف ىذه 
الأخيرة كميا أكبر أو تساوي في حالة التعظيـ، وىذا ما يجعؿ 
دالة اليدؼ تأخذ قيمة لا نيائية  ولا يمكف حينئذ تحديد حؿ 

 لمدالة.  نيائي ومحدد
وىذا ما يوضحو الشكؿ المقابؿ حيث تولدت لدينا منطقة الحؿ 

 الممكف وىي غير محددة.
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 عرض الحل بطريقة السمبمكس -5-2
 

بينا في الفصؿ السابؽ كيؼ نستخدـ الطريقة البيانية في حؿ مشكمة البرمجة الخطية، إلا مقدمة:  -5-2-1
أنو ىناؾ قصورا واضحا في ىذه الطريقة، نضرا لكونيا لا تستخدـ إلا في حالة وجود متغيريف، ويرجع ذلؾ 

مف عددا كبيرا مف إلى استحالة الرسـ البياني لأكثر مف متغيريف، وطالما أف معظـ التطبيقات العممية تتض
المتغيرات والقيود فإننا نحتاج إلى أسموب أخر صمـ خصيصا لذلؾ يعرؼ بأسموب السمبمكس.ويقوـ ىذا 
الأسموب عمى مجموعة مف الخطوات الجبرية التي نؤدي إلى الحؿ الأمثؿ في حالة وجوده وذلؾ في عدة 

ممنطقة الممكنة في خطوات متتابعة تؤدي مراحؿ متتابعة ومحددة ويتـ ذلؾ عف طريؽ تقييـ النقط الركنية ل
إلى الوصوؿ إلى أفضؿ حؿ في كؿ مرحة وذلؾ إلى الحد الذي لا يمكف معو تحقيؽ تحسيف في الحؿ عندئذ 
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نكوف قد وصمنا إلى الحؿ الأمثؿ.إف كثرة استخداـ ىذا البرنامج أدى إلى اكتشاؼ حالات خاصة مف حالات 
 البرمجة الخطية مثؿ أسموب النقؿ.

 ىناؾ خمس خطوات:الخطوات التي تتضمنيا طريقة السمبمكس:   -5-2-2

 ؛وضع مشكمة البرمجة الخطية في شكميا القياسي 
  إيجاد الحؿ الأساسي الأولي )المبدئي ( المسموح بو )عبارة عف نقطة ركنية في المنطقة الممكنة وفي

 ؛الغالب ىي نقطة الصفر(
 ؛الحؿ )إمكانية تحسيف الحؿ القائـ( اختبار مثموية 
 :تحسيف الحؿ القائـ ويتـ ذلؾ مف خلاؿ القياـ بالخطوات التالية 

 ؛و في الحؿ الأساسي الجديدتحديدالمتغيرغيرالأساسيوالذيلا يوجدفي الحؿ الحالي والذي يجب إدخال -
 ؛حؿ الحالي والواجب خروجو مف الحؿتحديد المتغير الأساسي الموجود في ال -

_ تحديد قيـ المتغيرات الموجودة في الحؿ الجديد، وىو يعبر عف نقطة ركنية في منطقة الإمكانات )منطقة 
 ؛الحموؿ(، وكذا تحديد قيـ المعاملات الجديدة في معادلات القيود

 الرجوع إلى الخطوة الثالثة وتكرار عممية التقييـ. -
 و ىو الحؿ الأمثؿ.إذا كاف التحسيف غير ممكف فإف الحؿ الذي توصمت إلي 

 الصيغة القياسية النموذجية لمبرنامج الخطي في طريقة السمبمكس: -5-2-3

تتمثؿ ىذه المرحمة في صياغة النموذج الرياضي المقابؿ لممسألة محؿ الدراسة إلى شكؿ قياسي عف      
سمبمكس في الحؿ طريؽ تحويمو إف لـ يكف كذلؾ، ويرجع السبب في القياـ بيذه الخطوة إلى كوف طريقة ال

تفترض أف جميع المتغيرات موجبة أو معدومة )شروط عدـ السمبية(، أي يجب تبديؿ المتغيرات غير المقيدة 
بإشارة )المتغيرات الحرة( بمتغيرات أخرى مقيدة ومف ثـ تحويؿ القيود مف متباينات إلى معادلات، مع الإشارة 

 أف:  إلى وجود دالة ىدؼ نسعى إلى تحقيقيا. وىذا يعني

 ؛جميع قيود البرنامج يجب أف تظير عمى شكؿ معادلات 
 ؛جميع المتغيرات تحقؽ شروط عدـ السمبية 
 )؛دالة اليدؼ تسعى إلى تحقيؽ المثموية )تعظيـ أو تصغير 
 .الجانب الأيمف لمقيود )القيـ الثابتة( يجب أف يكوف موجبا أو معدوما 

المقابؿ لممسألة محؿ الدراسة يأتي في صورة قيود  النموذجتحويلالقيودإلىالشكلالقياسي: -5-2-3-1
يمكنأنتأخذشكمتساويأوأكبر مف أو يساوي أو أصغر مف أو يساوي أو مزيج بينيا وفي الشكؿ القاسي 

 القيودمنالنوع =يبقىعمىماىو عميو. -يجبأنتكونكلالعلاقات في شكؿ معادلات)=(وىذايعنيأف :
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ىذا النوع مف القيود يعالج عمى النحو التالي: ىذا القيد يعني أف : ≤القيودمننوع أصغرأويساوي  -
الجيةاليسرى مف المتباينة ىي أصغر مف الجية اليمنى وتحقيؽ المساواة بيف الطرفيف لا يتـ إلا بإضافة 

 متغيربإشارةموجبة إلىالجيةاليسرىيساويالفرقبينالجيتينيطمقعمييالمتغيرةالوىمية )متغير الفرؽ(.

 فيصبح القيد بمثابة مساوية كما يمي: S1ىنا نقوـ بإضافة متغير وىمي وليكف         +مثاؿ:

∑   .        /وعمييبصفةعامةإذاكانمديناقيدمنالشكؿ:              +     
 
    

∑   .   +          /فاف ىذا القيد يتـ تحويمو كما يمي:      
 
    

وحتى تكوف كؿ المتغيرات ممثمة في جميع المعادلات فإننا نضيؼ متغيرات الفروؽ بمعاملات الصفر  
 لممعادلاتالتيلايظيرفيياأحدىذه المتغيرات كوف أف أسموب السمبمكس يعتمد عمى حؿ المعادلات الآنية.

والمعنى الاقتصادي ليذه المتغيرة الوىمية أو الاصطناعية في حالة أصغر مف أو يساوي: فيويمثؿ الزيادة  -
لف تزيد عف     في الجانب الأيمف عف الجانب الأيسر، وىو يضمف أف الكميات المستخدمة مف المورد  

    الكمية غير المستخدمة مف المورد      الكمية المتاحة ولكف يمكف أف تقؿ عنيا وبالتالي يمثؿ المتغير 
المتاح ولذا يسمىيذاالمتغيربالمتغيرالراكد)موارد متوفرة وبقيت دوف استخداـ(، المتغير العاطؿ ) موارد عاطمة 

 عف الاستخداـ(، متغير الفرؽ )الفرؽ بيف المتاح والمستخدـ مف المتاح( وسنعتمد ىذه التسمية الأخيرة.
 ىذا النوع مف القيود يعالج عمى النحو التالي::  ر من أو يساوي القيود من النوع أكب

بما أف ىذا القيد يعني أف الجية اليسرى أكبر  مف الجية اليمنى فاف تحقيؽ المساواة لا تتـ سوى بإدخاؿ  -
 متغير إلى الجية اليمنى يساوي الفرؽ بيف الجيتيف أو بطرحو مباشرة مف الجية اليسرى.

فيصبح القيد بمثابة مساوية كما     بإضافة متغير إلى الطرؼ الأيمف وليكف:نقوـ      +  12مثال:
وبنقؿ المتغير الجديد إلى الطرؼ الأيسر مع تغيير إشارتو فيصبح القيد في        +    +  12: يمي

 .≥       /:الشكؿمف  قيد وىذا يعني أنو إذا كانمدينا       +   -  12صورتو النيائية كما يمي:
  ∑     

 
    

 إلى الطرؼ الأيسر بإشارة سالبة كما يمي:   فانيذاالقيد يتـ تحويمو إلى معادلة مف خلاؿ إضافة المتغير  
/           -   .   ∑     

 
    

فيحالةأكبرأويساوييي الزيادة في    والمعنىالاقتصادي لممتغير 
الجانبالأيسرعنالجانبالأيمنوىويعكسالزيادةعمىالمطموبوليذايسمىبالمتغيرالفائض)فائضيساويمواردزائدةعنالحاجةالمط

 لوبة(.

المتغيرات في أي مسألة قد تكوف مقيدة )تخضع لشروط تحويل المتغيرات إلى الشكل القياسي:  -5-2-3-2
عدـ السمبية( وقد تكوف غير مقيدة )حرة( والشكؿ القياسي ىو أف تكوف ىذه المتغيرات مقيدة وبالتالي فإف 
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المتغيرات غير المقيدة يتوجب عمينا تحويميا إلى متغيرات مقيدة وذلؾ وفؽ القاعدة التالية: إف أي متغير غير 
  غير مقيد فيبدؿ بالعلاقة:   xiعنو بالفرؽ بيف متغيريف غير سالبيف. فمثلا إذا كاف:  مقيد يعبر

 -   
   . 

أي الثوابت التي تعكس المتاح مف الموارد أو ما الجانب الأيمن من القيود بالشكل القاسي:  -5-2-3-3
يجب تحقيقو مف متطمبات كحد أدنى ىذه الثوابت يجب أف تكوف موجبة أو مساوية لمصفر وفي الحالة 

وتقمب  1-ضرب طرفي المتراجحة في العكسية )ثوابت سالبة( يجب تحويميا إلى قيـ موجبة عف طريؽ 
ذا كانت   تصبح  إشارة المتراجحة أي إذا كانت   . تصبح   وا 

تحويؿ ىذا القيد إلى الشكؿ القياسي            لنفرض أف القيد التالي ورد بالشكؿ الخطي    مثال:
 :يمر بمرحمتيف

           التخمص مف الإشارة السالبة مع تغيير اتجو المتباينة:   -

            +   إضافة متغير الفرؽ مع تحويؿ المتراجحة إلى معادلة:  -

نتخمص مف الإشارة السالبة في الطرؼ الأيمف فنتحصؿ عمى الشكؿ             آخر:  مثال
           القياسي: 

متغيرات الفروؽ والفائض تدخؿ في دالة اليدؼ بمعاملات دالة اليدف بالشكل القياسي:  -5-2-3-4
 صفرية
 لدينا البرنامج التالي: لنفرض أنومثال:

                 
               
               
              
x1≥0 ,    x2≥  0 

x2 غير مقيدة الإشارة 
                  يتـ تحويؿ القيد إلى معادلة  القيد الأول:

            يتـ التعبير عف المتغير الثالث الغير مقيد بالفرؽ بيف متغيريف: 
    

         

                  يتـ تحويؿ القيد إلى معادلة:   القيد الثاني:

           يتـ التعبير عف المتغير الثالث الغير مقيد بالفرؽ بيف متغيريف  
    

         

 مقيد بالفرؽ بيف متغيريفالغير عبير عف المتغير الثالث يتـ الت القيد الثالث:
            

    
     

 ويصبح النموذج في صورتو النيائية كما يمي:
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Max Z = 1x1 + 2x2 + 3x3
+ -3x3

- + 0s1 + 0s2 

            
    

             
             

    
             

            
    

             
          

     
            

يتـ الحصولعمىيذاالحؿ عف طريقتشكيممصفوفة أحادية في  إيجادالحلالأساسيالأولي المسموح بو:-5-2-3-5
باعتماد الشكؿ القياسي الناتج مباشرة مف النموذج المعطى واف لـ نتمكف مف الحصوؿ عمى  جدوؿ السمبمكس

 . اصطناعية بإشارة موجبة aiمصفوفة أحادية يتـ تعديؿ النموذج عف طريؽ إدخاؿ متغيرات 

عدد المتغيرات في الشكؿ النيائي الذي يمكف مف الحصوؿ عمى الحؿ الأساسي المسموح بو،  nإذا كاف  -
يساوي المتغيرات الأساسية أو الييكمية +  nفبعد اضافة متغير وىمي أو اصطناعي يصبح عدد المتغيرات  

ؿ الأساسي الأولي عدد القيود إف الح mالمتغيرات الوىمية و المتغيرات الاصطناعية )عددىا بعدد القيود(. 
متغيرا  قيمة مساوية  m - nمتغيرا لو قيمة مغايرة لمصفر وباقي المتغيرات  mالمسموح بو يحتوي عمى 

لمصفر، عدا المتغيرات الوىمية والاصطناعية التي تأخذ وبصورة مباشرة قيما بالحؿ الأساسي تساوي القيمة 
الة اليدؼ فتحدد مف خلاؿ إحلاؿ قيـ المتغيرات الناتجة الثابتة في قيده )الجانب الأيمف لقيده(، أما قيمة د

جراء العمميات الضرورية.  عف الحؿ الأولى المسموح بو بقيميا في دالة اليدؼ  وا 
مؤسسة صغيرة تنتج نوعيف مف النوافذ ومف أجؿ ذلؾ تستخدـ معدف الألمنيوـ )قضباف( وزجاج عاكس مثال: 

 كما يمي: المقابؿ ليذه المسألة)صفائح( البرنامج 
             
           
         
         

الشكؿ القياسي لمبرنامج الخطي: إف البرنامج المعطى لو شكؿ قانوني ويتـ تحويمو إلى الشكؿ القياسي مف  -
 خلاؿ إضافة متغيريف جديديف يمثلاف ما يسمى بمتغيرات الفروؽ.

Max Z = 6x1 +7x2 + 0s1 + 0s2 

2x1 +3x2 +1s1 +0s2 =12 

2x1 +x2 +0s1 +1s2 =8 
               

 نلاحظ عمى الشكؿ القياسي ما يمي:

 ؛إف متغيرات الفروؽ لا تضيؼ أي ربح لأف معاملاتيا في دالة اليدؼ تساوي الصفر 
  ؛    عدد المتغيرات المجيولة ىو 
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  لدينا مصفوفة أحادية وتتجمى ىذه المصفوفة في متغيرات الفروؽ أو المتغيرات الوىمية|
     
    

| 
 n  :؛2= ، متغيرات الفروؽ )الوىمية(  2= المتغيرات الأصمية )الأساسية(     متغير 
 m  عدد القودm = 2، 

  وىو عدد المتغيرات الأساسية في النموذج وبالتالي              لدينا:  -

       
   ـ وىمية فتساوي القيمة الثابتة في القيد حيث يوجد متغير الفرؽ أي: 2وأما باقي المتغيرات وىي 

        
                     ومنو نجد في دالة اليدؼ:  

 الأوؿ والعاكس لمحؿ الأوؿ المسموح بو: ولندرج جدوؿ السمبمكس

إف الحؿ الذي  -
يبرزه الجدوؿ 
الأوؿ ىو حؿ 
أولي مسموح بو 
يتكوف مف 
متغيرات الفروؽ 

s1  وs2  وىذا الحؿ
لا يحقؽ أي ربح لكف يسيؿ الوصوؿ إليو حيث أف متغيرات الفروؽ تساوي القيـ الثابتة في معادلات القيود 

 .السمعتيف والتي تبرز في العمود الأخير، وىذا الحؿ يعني عدـ إنتاج أي وحدة مف

 ؛الحموؿ( فيو يحقؽ كؿ القيود معا ىذاالحلالأولي المبدئي ىو نقطة ركنية مف منطقة الإمكانات )منطقة -

 ؛يود )باستبعاد قيود عدـ السمبية(عدد متغيرات الحؿ يساوي عدد الق -

خانتيا عنصرا  متغيراتالحؿ ىي تمؾ القيود التي تقابؿ المصفوفة الأحادية أي تمؾ المتغيرات التي تتضمف -
)ىي s1وباقي العناصر قيمتيا صفر وىذايعني أف خانة 1+واحدا قيمتو 

 
 
)ىيs2خانة و  (

 
 
) . 

حلا أمثلا أـ  بعد تحديد الحؿ الأساسي الأولي يجب القياـ باختبار الحؿ إف كاف يشكؿاختبار مثموية الحل:
البحث عف ما إذا كاف ىناؾ متغير مف متغيرات النموذج يوجد خارج متغيرات القاعدة  لا؟ وىذا يتجمى في

 .يمكف أف يحسف مف قيمة دالة اليدؼ )نحو الزيادة في حالة التعظيـ ونحو النقصاف في حالة التصغير(
في حالة التعظيـ فإنو يتوجب عمينا مف أجؿ معرفة ما إذا كاف بالإمكاف تحسيف قيمة الدالة حالة التعظيم: 

 الإطلاع، عمى قيـ الثوابت الموجودة بالسطر الأخير مف جدوؿ السمبمكس. 

السطر ما قيؿ الأخير مف جدوؿ السمبمكس فيو يعبر في حالة التعظيـ عف الربح الذي سوؼ يتـ  -
ادة الوحدة مف المتغير الموجود في كؿ عمود فبالنسبة لممتغير الثاني والخاص بالمتغير التضحية بو مقابؿ زي

 قيـ الحؿ
b 

  cjمعاملات دالة اليدؼ  6 7 0 0
s2 s1 x2 x1  متغيرات النموذجxb  معاملات المتغيرات الأساسيةcb 

12 0 1 3 2 s1 0 
8 1 0 1 2 s2 0 
0 0 0 0 0 ZJ 

 0 0 7 6 Cj-Zj 
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عند إنتاج وحدة واحدة مف    يعبر عف عدد الوحدات )قطع الألمنيوـ( التي سوؼ ينقص بيا  3نجد الرقـ    
x2  التي سوؼ ينقص بيا  في ذات العمود يعبر عف عدد الوحدات 1)نافذة مف النوع الثاني( كذلؾ فإف الرقـ

وىي ذات القيمة الموجودة  0= 0*1+ 0*3))أي  x2)صفائح الزجاج( عند إنتاج وحدة واحدة مف    المتغير  
، كما Zj، والسطر المقابؿ لػ x2بالخانة الثانية مف السطر ما قبؿ الأخير وبالذات في العمود المقابؿ لممتغير 

ىو أيضا صفر  x1اج وحدة واحدة مف السمعة الأولى أف الربح الذي يتـ التضحية بو نتيجة إنت
 وىكذا دواليؾ..(0=0*0+2*2)

تعني الفارؽ بيف  x1فيي تمثؿ مثلا بالنسبة لمعمود الأوؿ والمقابؿ لممتغير  Cj-Zjالسطر الأخير سطر   -
الربح الذي سوؼ يتحقؽ والربح الذي سوؼ يتـ التضحية بو نتيجة إنتاج وحدة واحدة مف السمعة الأولى 

وحدات نقدية، ونفس الشئ بالنسبة لمعمود  6)نافذة مف النوع الأوؿ( وىو في ىذه الحالة رقما موجبا قدره 
 يكوف إما موجبا أو سالبا أو معدوما. الثاني، كما يطمؽ عمى ىذا الفرؽ بالأثر الصافي والذي

  حالة الأثر الصافي موجب: إذا كانت ىناؾ قيـ في السطر الأخير موجبة يعني أف إدخاؿ متغير
سيؤدي إلى تحسيف قيمة الدالة ويتوجب عمينا المفاضمة بيف القيمة الموجبة والتركيز مف حيث 

 ؛لموجبة الأكبرجديدة عمى القيمة االأولوية في الدخوؿ إلى القاعدة ال
  حالة الأثر الصافي المعدوـ: إذا كانت ىناؾ قيـ في السطر الأخير معدومة فيذا يعني أف إدخاؿ أي

متغير في الحؿ مف المتغيرات الموجودة خارج متغيرات القاعدة لف يؤثر عمى قيمة دالة اليدؼ لا 
فة التي تتماشى ومكونات نحو الزيادة ولا نحو النقصاف، والأثر لا يظير سوى عمى تغير التولي

 ؛قاعدة  )مف حيث الإنتاج والفائض(ال
  حالة الأثر الصافي السالب: إذا كانت ىناؾ قيـ في السطر الأخير معدومة فيذا يعني أف إدخاؿ أي

متغير لف يؤدي إلى تحسيف قيمة الدالة بؿ بالعكس سيؤدي إلى تراجعيا بمقدار قيمة المعامؿ 
 وب فيو لأنو يتنافى مع المطموب وىو التعظيـ.وبطبيعة الحاؿ ىذا غير مرغ

في حالة التصغير كذلؾ ومف أجؿ معرفة إذا ما كاف بالإمكاف تحسيف قيمة الدالة نحو حالة التصغير: 
عمى قيـ الثوابت الموجودة بالسطر الأخير، فإننا نتبع نفس الخطوات السابقة مع تغيير  النقصاف الإطلاع

دور إشارة قيمة الفرؽ )الأثر الصافي( فيذا يعني أنو إذا كانت كؿ القيـ موجبة أو معدومة ىذا يعني أننا 
والرجوع إلى  ب تحسينو.بمغنا الحؿ الأمثؿ وأي قيمة بيذا السطر سالبة تعني أف الحؿ غير أمثؿ وبالتالي يج
بالنسبة لممتغيريف  (7و  6)مثالنا السابؽ نلاحظ أننا بصدد التعظيـ وأف ىناؾ قيـ موجبة في السطر الأخير 

x1  وx2 .وىذا يعني أننا لـ نبمغ الحؿ الأمثؿ 
تـ بعد أف تأكدنا أف الحؿ الذي بمغناه ليس بالحؿ الأمثؿ نعمؿ عمى تحسينو، ويتحسين الحل: -6 -5-2-3

ذلؾ مف خلاؿ إدخاؿ المتغير الذي يوجد أصلا خارج القاعدة حسب القيمة الأنسب )أعظـ قيمة في حالة 
التعظيـ وأصغر قيمة في حالة التصغير(. بعد أف تأكدنا أننا لسنا بالحؿ الأمثؿ يجب أف نحسف ما ىو 

 موجود حيث نعمؿ عمى تحديد المتغير الداخؿ
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 xjيقابؿ المتغير الواجب إدخالو وليكف djأكبر معامؿ في السطر الأخير وليكف  المتغير الداخل: -
. وبالعودة لمثالنا ومقارنة iوالعمود المقابؿ ليذا المتغير في دالة اليدؼ يعكس ما يسمى بعمود الدوراف  
لثاني الموجود في العمود اx2القيـ الموجودة في السطر الأخير مف جدوؿ السمبمكس نجد أف المتغير 

وىذا يعني أف إدخاؿ السمعة الثانية سوؼ يترتب عميو تحقيؽ ربح أكبر مما لو تـ  7يحضى بأكبر القيـ 
متغيرا أساسيا في الحؿ لو قيمة بعد أف كاف  x2إدخاؿ السمعة الأولى ولذلؾ فالقرار الآف ىو اعتبار 

قدية لكؿ وحدة وىو يمثؿ أكبر وحدات ن 7متغيرا غير أساسيا قيمتو صفرا، فالسمعة الثانية تساىـ بػ 
 مساىمة مف بيف المنتوجيف الموجوديف في مثالنا.

إف تحديد المتغير الواجب إدخالو في القاعدة الجديدة يتطمب تحديد المتغير الواجب المتغير الخارج:  -
 إخراجو مف القاعدة وذلؾ مف أجؿ الحفاظ عمى بعد المصفوفة الأحادية، إف المتغير الخارج ىو أحد
المتغيرات ذات القيمة الموجبة والناتج عف قسمة ثوابت الطرؼ الثاني عمى الثوابت الموجبة والمتواجدة 
بعمود الدوراف عمى أف يتـ اختيار أصغر القيمة الناتجة عف القسمة، فإذا كانت كؿ القيـ سالبة نتوقؼ 

 كوف أف المسألة ليس ليا حؿ أمثؿ.

الواقعة في عمود المتغير  7اختيار أكبر قيمة في السطر الأخير وىي وبالعودة إلى مثالنا السابؽ: نقوـ ب
x2   وىذا يعني أفx2  ىو المتغير الداخؿ والعمود الثاني ىو عمود الدوراف، ثـ بعد ذلؾ نبحث عف القيمة

  الصغرى 

 
    

 

 
   نختار القيمة الصغرى، وىي مقابمة لمسطر الأوؿ الذي يحمؿ المتغير    

والذي سبؽ تحديده فأصغر  x2ويعني ىذا أف ىذا المتغير ىو الذي سيخرج ليحؿ محمو المتغير الجديد 
 4وحدات )إف محاولة إدخاؿ قيمة أكبر مف  4وىو  x2قيمة موجبة مف الاثنيف تعطينا العدد الأقصى مف 

أما عنصر الدوراف  لأف يكوف سالبا وىو يتنافى مع شروط عدـ السمبية،   ستدفع بػ   x2وحدات مف  
فيو الذي يقع عند عمود الدوراف وسطر الدوراف عند التقاطع بينيما كما يسمى عنصر الارتكاز وىو 

 في مثالنا، وىذا ما يوضحو الجدوؿ أدناه: 3القيمة 

7 

3 

X2 

S1 12 

8 
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جديد ييدؼ إلى إيجاد حؿ جديد يحسف مف قيمة  إف إدراج جدوؿ سمبمكس جدول السمبمكس الجديد الثاني:
 :راؤىا عمى الجدوؿ الأخيردالة اليدؼ، وىو يتوقؼ عمى مجموعة مف العمميات الحسابية الواجب إج

  وبروز الرقـ واحد في عمود وسطر المتغير 1بالقيمة  1يتـ تغيير عنصر الدوراف الموجود بالجدوؿ .
 ؛الوحدة في جدوؿ السمبمكس الجديد الداخؿ ىو بمثابة بداية تكويف مصفوفة

  في تقسـ باقي عناصر سطر الدوراف عمى عنصرالدوراف )الارتكاز(، يقمب العنصر الأخر صفرا
 ؛عمود الدوراف

 :تحسب بقية العناصر بالشكؿ التالي  
  
التي تصبح في الجدوؿ  3عنصر الارتكاز  aحيث  

 فيي القيمة الواقعة في سطر الدوراف والتي تصبح في الجدوؿ الثاني:  bأما  1الثاني 
ىي  cو  ⁄ 

فتصبح في الجدوؿ  dالقيمة الموجودة في عمود الدوراف وىي تقمب صفرا في الجدوؿ الجديد أما 
    -d الجديد كما يمي: 

 
  -=أي

 
0-    

 
 ؛وبنفس الطريقة بقية العناصر 

  :السطر ما قبؿ الأخير الخانة الأولى الخاصة بالعمود الأوؿ    ⁄      ⁄    
 ⁄ وىكذا  

 بقية الخانات الخاصة بيذا السطر.
 .السطر الأخير نجري فيو عممية الطرح 

 

 

 

 :جدوؿ السمبمكس الثاني

 قيـ الحؿ
b 

  cjمعاملات دالة اليدؼ  6 7 0 0
s2 s1 x2 x1  متغيرات النموذجxb المتغيرات الأساسية  معاملاتcb 

4 0  
 ⁄  1  

 ⁄  x2 7 
4 1 -   ⁄ 0  

 ⁄  s2 0 
28 0  

 ⁄  7   
 ⁄  ZJ 

 0 -   ⁄ 0  
 ⁄  Cj-Zj 

و  s2=4 , x2=4ىما:  2وتعكس النتائج الموجودة في الجدوؿ مجموعة مف الحقائؽ: المتغيرات الأساسية 
بدلا مف  28حيث أصبحت  Z=28قيمة دالة اليدؼ عند ىذا الحؿ ىو  s1=0, x1=0المتغيرات غير الأساسية 
 الصفر في الحؿ السابؽ

Z=6*0 +7*4+ 0*0 +0*4 =28 

: إذا كانت الإشارة سالبة فيذا يعني أف العلاقة بيف المتغير الموجود في السطر والمتغير الموجود في ملاحظة
 العمود ىي علاقة طردية أما إذا كانت الإشارة موجبة فيذا يعني أف العلاقة عكسية. 
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و فالحؿ مف خلاؿ السطر الأخير لجدوؿ السمبمكس نلاحظ أف بو رقما موجبا وعمي اختبار مثموية الحل:
 الموجود ليس بالحؿ الأمثؿ ولذلؾ نقوـ بتكرار نفس الخطوات السابقة 

، عنصر الدوراف ىو القيمة الواقعة في السطر الثاني  s2، المتغير الخارج ىو x1المتغير الداخؿ ىو  -
 العمود الأوؿ.

 جدوؿ السمبمكس الجديد: الجدوؿ الثالث:  

 قيـ الحؿ
b 

  cjدالة اليدؼ  معاملات 6 7 0 0
s2 s1 x2 x1  متغيرات النموذجxb  معاملات المتغيرات الأساسيةcb 

2 -  ⁄  
 ⁄  1 0 x2 7 

3  
 ⁄  -   ⁄ 0 1 x1 6 

32 1 2 7 6 ZJ 

 - 1 - 2 0 0 Cj-Zj 

المتغيرات غير الأساسية:  x1 = 3 , x2 = 2وتعكس النتائج الموجودة بالجدوؿ الثالث: المتغيرات الأساسية: 
          

في الحؿ السابؽ، وبما أف كؿ القيـ في السطر الأخير  28بدلا مف  32عند ىذا الحؿ أصبحت دالة اليدؼ 
صفرية أو سالبة فإف ذلؾ يعني أف ىذا الحؿ ىو الحؿ الأمثؿ، والذي يقضي إلى أف تقوـ المؤسسة قيد 

و.ف 32نافذة مف النوع الثاني فقط وبيذا ستضمف أقصى ربح  2نوافذ مف النوع الأوؿ و 3الدراسة بإنتاج 
 وذلؾ في حدود مت ىو متوفر لدييا مف الألمنيوـ والزجاج. 

في بعض الحالات الخاصة يتطمب اعتماد طريقة السمبمكس: الحمول الأساسية المصطنعة:  -5-2-4
وء إلى الحؿ الأساسي المصطنع الحؿ الأساسي المصطنع ومف ثـ إدراج جدوؿ السميمكس الأوؿ، ويتـ المج

 بيدؼ تكويف حؿ أولي مسموح بو في حالتيف:

 ؛نموذج في شكؿ قانوني: حالة تصغير 
 .نموذج مختمط: حالة تصغير أو تعظيـ 

 لنفرض أنو لدينا النموذج الأتي: نموذج في شكل قانوني: حالة التصغير:  -5-2-4-1
             
           
           
           
        

 كتابة البرنامج المعطى في شكل قياسي:-5-2-4-1-1
              +             
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: إف ىذا البرنامج ىو فعلا في شكؿ نموذجي إلا أنو لا الحصول عمى حل أولي مسموح بو -5-2-4-1-2
   0=   , 0 =يمكننا مف الوصوؿ إلى حؿ أولي مسموح بيإف إعطاء المتغيرات الأصمية قيمة صفرية أي:

       ,6-=   , 8-=   ,10-=فإف  

وىذا الحؿ لا تتحقؽ فيو شروط عدـ السمبية فمتغيرات الفائض ىنا سالبة )لا يمكنيا أف تكوف جزء مف 
مصفوفة الوحدة التي تحتوي عمى المتغيرات الأساسية، ومف أجؿ حؿ ىذا الإشكاؿ نعتمد عمى أسموب إيجاد 

عمى إدخاؿ متغيرات مصطنعة  Mتنص طريقة  ،Mالحموؿ الأساسية المصطنعة أو كما تعرؼ باسـ طريقة 
وتضمف لنا حذؼ ىذه المتغيرات قبؿ الوصوؿ إلى الحؿ الأمثؿ وتكوف مف خلاؿ تعييف تكمفة عالية جدا لكؿ 
متغير مصطنع في دالة اليدؼ، فبعد كتابة النموذج عمى الشكؿ النموذجي يتـ إضافة معاملات معدومة 

بحيث نضع:  Mؽ ليا عدد كيفي موجب تماما وكبير جدا  لممتغيرات الوىمية أما المتغيرات المصطنعة فنرف
M –  إذا كانت المسألة مسألة تعظيـ وM .إذا كانت المسألة مسألة تصغير 

في البرنامج الخطي، فإننا بحاجة فقط إلى إضافة متغير  =عندما تكوف ىناؾ قيود تحمؿ إشارة ملاحظة: 
مكف، إف أحد خصائص جدوؿ الحؿ لمبرنامج مصطنع مف أجؿ تشكيؿ الجدوؿ والحصوؿ عمى حؿ أولي م

موجبة فإف حدث ووجدنا العكس في أحد القيود يكفي ضرب ىذا القيد    الخطي ىي أف تكوف قيـ 
 وبالتالي فإف إشارة القيد ستعكس.وعميو يصبح النموذج بالشكؿ: -1)المتراجحة( في 

              +                         
                                      
                                    
                                    
                           

قيود وىذا يعني أف الحؿ الأساسي يجب أف يحتوي  3متغيرات و 8أف النموذج أصبح يحتوي عمى  نلاحظ
 متغيرات مساوية لمصفر 5عمى 

متغيرات     0=  ,0=متغيرات القرار -بإعطاء متغيرات القرار قيما مساوية لمصفر يكوف الحؿ كما يمي: 
                المتغيرات الاصطناعية:                الفروؽ: 

مف الملاحظ أف الحؿ أعلاه يحتوي قيمة كبيرة جدا في دالة اليدؼ وىذا راجع W= 24Mقيمة دالة اليدؼ 
المتغيرات الاصطناعية بقيـ غير معدومة في الحؿ، ولا بد عند تحسيف الحؿ وبموغ الحؿ الأمثؿ أف  إلىظيور

تكوف قيمة المتغيرات الاصطناعية معدومة، نقوـ بتعويض قيـ كؿ متغير اصطناعي في دالة اليدؼ بقيمتو 
 المحسوبة بدلالة المتغيرات الأصمية
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 وبتعويض ىده القيـ في دالة اليدؼ تصبح كما يمي:
              +                                          

                    
                                          

 الشكؿ القياسي المصطمح )الحؿ الأساسي الأولي لمنموذج(.
                                      
                                      
                                    
                                    
                           

 

 لندرج جدول السمبمكس الأول

 قيـ الحؿ
b 

M M M 0 0 0 3 2     
                              

10 0 0 1 0 0 -1 5 1    M 
8 0 1 0 0 -1 0 3 2    M 
6 1 0 0 -1 0 0 1 3    M 

24 M M M M - M - M - M 9 M 6 M ZJ 
 0 0 0 M M M 3-9 M 2-6 M Cj-Zj 

 في مثالنا ىناؾ قيمتيف سالبتيف ومف ثـ فالحؿ ليس بالأمثؿ وعميو:تقييم إمكانية تحسين الحل القادم: 

 نفس الخطوات كما رأينا سابقا مع حالة التعظيـ.. ونتبع   والمتغير الداخؿ ىو:   المتغيرالخارجيو: -

 مثاؿ: أوجد الحؿ الأمثؿ لمنموذج الموالي
            
          
           
        

 الحؿ: النموذج في الشكؿ القياسي:
            +                
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: إف ىذا البرنامج ىو فعلا في شكؿ نموذجي إلا أنو لا الحصول عمى حل أولي مسموح بو - 5-2-4-1-3
   0=   , 0 =إعطاء المتغيرات الأصمية قيمة صفرية أي: يمكننا مف الوصوؿ إلى حؿ أولي مسموح بيإف

       ,6-=   , 8-=   ,10-=فإف  

وىذا الحؿ لا تتحقؽ فيو شروط عدـ السمبية فمتغيرات الفائض ىنا سالبة )لا يمكنيا أف تكوف جزء مف 
تمد عمى أسموب إيجاد مصفوفة الوحدة التي تحتوي عمى المتغيرات الأساسية، ومف أجؿ حؿ ىذا الإشكاؿ نع

عمى إدخاؿ متغيرات مصطنعة  Mتنص طريقة  ،Mالحموؿ الأساسية المصطنعة أو كما تعرؼ باسـ طريقة 
وتضمف لنا حذؼ ىذه المتغيرات قبؿ الوصوؿ إلى الحؿ الأمثؿ وتكوف مف خلاؿ تعييف تكمفة عالية جدا لكؿ 

كؿ النموذجي يتـ إضافة معاملات معدومة متغير مصطنع في دالة اليدؼ، فبعد كتابة النموذج عمى الش
بحيث نضع:  Mلممتغيرات الوىمية أما المتغيرات المصطنعة فنرفؽ ليا عدد كيفي موجب تماما وكبير جدا  

M –  إذا كانت المسألة مسألة تعظيـ وM .إذا كانت المسألة مسألة تصغير 

في البرنامج الخطي، فإننا بحاجة فقط إلى إضافة متغير  =عندما تكوف ىناؾ قيود تحمؿ إشارة ملاحظة: 
مصطنع مف أجؿ تشكيؿ الجدوؿ والحصوؿ عمى حؿ أولي ممكف، إف أحد خصائص جدوؿ الحؿ لمبرنامج 

موجبة فإف حدث ووجدنا العكس في أحد القيود يكفي ضرب ىذا القيد    الخطي ىي أف تكوف قيـ 
 القيد ستعكس.وعميو يصبح النموذج بالشكؿ: وبالتالي فإف إشارة -1)المتراجحة( في 

              +                         
                                    
                                   
                                   
                           

قيود وىذا يعني أف الحؿ الأساسي يجب أف يحتوي  3متغيرات و 8نلاحظ أف النموذج أصبح يحتوي عمى 
 متغيرات مساوية لمصفر 5عمى 

متغيرات      0=  ,0=متغيرات القرار - بإعطاء متغيرات القرار قيما مساوية لمصفر يكوف الحؿ كما يمي:
                المتغيرات الاصطناعية:                الفروؽ: 

مف الملاحظ أف الحؿ أعلاه يحتوي قيمة كبيرة جدا في دالة اليدؼ وىذا راجع W= 24Mقيمة دالة اليدؼ 
المتغيرات الاصطناعية بقيـ غير معدومة في الحؿ، ولا بد عند تحسيف الحؿ وبموغ الحؿ الأمثؿ أف  إلىظيور

تكوف قيمة المتغيرات الاصطناعية معدومة، نقوـ بتعويض قيـ كؿ متغير اصطناعي في دالة اليدؼ بقيمتو 
 المحسوبة بدلالة المتغيرات الأصمية
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 وبتعويض ىده القيـ في دالة اليدؼ تصبح كما يمي:
              +                                          

                    
                                          

 الشكؿ القياسي المصطمح )الحؿ الأساسي الأولي لمنموذج(.
                                      
                                    
                                   
                                   
                           

 

 لندرج جدوؿ السمبمكس الأوؿ

 قيـ الحؿ
b 

M M M 0 0 0 3 2     
                              

10 0 0 1 0 0 -1 5 1    M 
8 0 1 0 0 -1 0 3 2    M 
6 1 0 0 -1 0 0 1 3    M 

24 M M M M - M - M - M 9 M 6 M ZJ 
 0 0 0 M M M 3-9 M 2-6 M Cj-Zj 

 فيمثالناىناكقيمتيف سالبتينومنثـ فالحمميسبالأمثؿ وعميو:تقييمإمكانيةتحسين الحلالقادم:

 الخطوات كما رأينا سابقا مع حالة التعظيـ. . ونتبع نفس  والمتغير الداخؿ ىو:   المتغيرالخارج ىو: -

 مثاؿ: أوجد الحؿ الأمثؿ لمنموذج الموالي
            
          
           
        
 الحل: النموذج في الشكل القياسي:
            +                
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 جدول السمبمكس الأول:

 قيـ الحؿ
b 

M M 0 0 1 2 cj  
                  xb cb 

30 0 1 0 -1 3 1    M 
40 1 0 -1 0 2 4    M 

70 M M M - M - M 5 M 5 M ZJ 
 0 0 M M 2-5 M 2-5 M Cj-Zj 

 

 

 

 جدوؿ السمبمكس الثاني: نلاحظ أف ىناؾ نعادؿ نختار المتغير الذي لو أصغر قيمة كمعامؿ في دالة اليدؼ

 قيـ الحؿ
b 

M M 0 0 1 2 cj  
                  xb cb 

10 0  
 ⁄  0   

 ⁄  1  
 ⁄     1 

20 1   
 ⁄  -1  

 ⁄  0   
 ⁄     M 

10+20M M  
 ⁄    

 ⁄  -M   
 ⁄    

 ⁄  1  
 ⁄     

 ⁄  ZJ 
 0   

 ⁄    
 ⁄  M  

 ⁄    
 ⁄  0  

 ⁄     
 ⁄  Cj-Zj 

 جدول السنبمكس الثالث:

 قيـ الحؿ
b 

M M 0 0 1 2 cj  
                  xb cb 

8   
  ⁄   

 ⁄   
  ⁄    

 ⁄  1 0    1 
6  

  ⁄    
 ⁄    

  ⁄   
 ⁄  0 1    2 

20  
 ⁄   

 ⁄    
 ⁄    

 ⁄  1 2 ZJ 
 M-  ⁄  M-  ⁄   

 ⁄   
 ⁄  0 0 Cj-Zj 

 مف خلاؿ السطر الأخير نلاحظ أننا بصدد الحؿ الأمثؿ.
قد تتعادؿ القيـ الموجبة في حالة التعادل في السطر الأخير:  -1حالات خاصة في البرمجة الخطية:   -

حالة التعظيـ أو القيـ السالبة في حالة التصغير في السطر الأخير والتي تقابؿ المتغيرات المرشحة لمدخوؿ 



 

35 

)متغيريف أو أكثر( إلى القاعدة لتصبح متغيرات أساسية، وفي ىذه الحالة يمكف اختيار متغير مف بيف 
المتغيرات المرشحة لمدخوؿ بشكؿ تحكمي واختيار أي مف ىذه المتغيرات سوؼ يوصمنا إلى الحؿ الأمثؿ 

 )في حاؿ وجوده( وذلؾ حسب القواعد التالية:

ار المتغير قرار أي المتغير الأصمي ومتغير إضافي يتـ اختي إذا كاف التعادؿ بيف متغير:1قاعدة
 ؛الأصمي.لأف يدخؿ الحؿ

إذا كاف التعادؿ بيف متغيري قرار أي متغيريف أصمييف يتـ اختيار المتغير الذي لو أكبر أثر في دالة : 2قاعدة
 ؛اليدؼ )أكبر معامؿ في حالة التعظيـ وأصغر معامؿ في حالة التصغير(

 ؛إذا كاف التعادؿ بيف متغيريف إضافييف يتـ الاختيار بصورة عشوائية: 3قاعدة 

حالة التعادؿ خارج القسمة عند تحديد المتغير الذي يخرج  -: (حالة التفسخ أو التفكك )عدم الانتظام -2
مف الحؿ فإذا كانت أحد المتغيرات الأساسية مساويا لمصفر فيذا لا يمثؿ مشكمة، في حالة التعادؿ خارج 

لقسمة فالحؿ الموافؽ قد يكوف حلا غير منتظما، إذا طير أحد المتغيرات الأساسية بقيمة صفرية في أحد ا
مراحؿ الحؿ قبؿ الجدوؿ النيائي فإف الحؿ قد يواجو مشكمة تكرار نفس الحموؿ والعودة إلييا دوف الوصوؿ 

 ؛حؿ متفكؾ إلى أخر دوف تحسيف الحؿإلى الحؿ الأمثؿ، وقد ننتقؿ مف 
: وىو يعتبر كذلؾ حؿ متفسخ )غير منتظـ( إذا كاف أحد القيود زائد عف الحاجة أو مكرر الة تكرار القيدح-3

وبالتالي فيو أصلا غير ضروري لمحؿ. وعميو فنحف لا نغادر النقطة الركنية التي نحف فييا لأننا تتحصؿ 
 ؛ي كؿ مرة وفي كؿ جدوؿ جديدعمى نفس الحؿ ف

قديبرزفي بعض الحالات أكثرمف حؿ أمثؿ واحد وفييذه الحالة يكونمركنيتينأو أكثر حمولمتعددة:-4
 ؛غوب فييا بالنسبة لمتخذي القرارنفسالعائد)ربحأمثلأو تكمفة مثمى(.وىي تدعى بالحموؿ البديمة وىي مر 

 ؛حالات نجد مشكلات ليس ليـ حؿ: في بغض المشكمة دون حل أمثل-5

 .كف ىناؾ حؿ أمثؿ محدد بشكؿ نيائياذا لـ ية: حمول غير مقيدة غير محدود -6

 .لات مف خلاؿ حصص الأعماؿ الموجيةسوؼ يتـ التعرض لبعض ىذه الحاملاحظة: 
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 الثنائية )المرافقة(المسألة -6
 

 ؛يخطوات صياغة النموذج الثنائ-6-1

 ؛حالة التعظيم-6-1-1

 ؛حالة التصغير-6-1-2

 .في النموذج الثنائي حالات الخاصةال -6-1-3

 

 :يخطوات صياغة النموذج الثنائ-6-1

لفظ الثنائية في مجاؿ البرمجة الخطية يعني أف كؿ مشكمة يمكف صبيا في قالب برنامج خطي ويمكف      
الأولى التي تتـ في الحالة العادية الصيغة الأصمية أو النموذج  صياغتيارياضيابطريقتينيطمقعمىالصياغة

الأولي ويقترف بيذا النموذج سواء كاف فيو اليدؼ مف دالة اليدؼ التعظيـ أو التصغير نموذج أخر يطمؽ 
عميو النموذج الثنائي أو المرافؽ.فمثلا كؿ مشكمة تعظيـ )ربح أصمي( يمكف النظر إلييا كمشكمة تصغير 

 ؼ نموذج مرافؽ، وكؿ مشكمة تقميؿ التكاليؼ )أصمي( يمكف النظر إليو كمشكمة تعظيـ الأرباح مرافؽ.التكالي
 خطوات صياغة النموذج الثنائي:-6-1
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تصاغالنماذجالثنائيةمنالشكلالأصميممنماذجالأصميةوفقمجموعةمف الخطوات ومف أجؿ حالة التعظيم:-6-1-1
 ىذا المثاؿ في حالة التعظيـ وفي الشكؿ القانوني: استيعابيا بصورةأفضؿ ننطمؽ مف مثاؿ وليكف

                  
           
             
            
      
          

 ومف أجؿ الوصوؿ إلى المرافؽ يجب إتباع مجموعة مف الخطوات نوجزىا في ما يمي:

إف دالة اليدؼ في المرافؽ ىي دوما عكس دالة اليدؼ في الأولى: تحويل غاية دالة اليدف:  الخطوة
الأصمي فإذا كانت دالة اليدؼ في الأصمي ىي تعظيـ فإف ىذه الدالة في المرافؽ تصبح تصغير، والعكس 

 في حالة التصغير. بالعكس. وبالعودةإلىمثالنا فاف الغاية منو ىي التعظيـ وبالتالي النموذج المرافؽ يصبح
وعددىا يعادؿ عدد   المتغيرات في المرافؽ نرمز ليا بالرمز الخطوة الثانية: عدد المتغيرات في المرافق:  

القيود الموجودة في الأصمي، بالعودة إلى مثالنا في الأصمي ىناؾ أربعة قيود أي في المرافؽ ىناؾ أربع 
 متغيرات والتي تتصؼ ىي بدورىا بعدـ السمبية.

إف معاملات دالة اليدؼ في المرافؽ ىي إجمالي الموارد الخطوة الثالثة: تحديد معاملات دالة اليدف: 
 مف الطرؼ الأيسر في القيود الخاصة بالأصمي وبالعودة إلى مثالنا:   المتاحة 

                             
منقولمصفوفةالمعاملاتالفنية لممرافؽ:يتـ تحويؿ المعاملات المتواجدة أماـ المتغيرات في :إدراج الخطوةالرابعة

القيود المفروضةعمى المشكمة محؿ الدراسة بحيث تصبح الأسطر أعمدة والأعمدة أسطرا وىذا يعني أف 
 .ودة إلى مثالنامصفوفةالمعاملات الفنية في المرافؽ ىي بمثابة منقوؿ لمصفوفة المعاملات في الأصمي، بالع

 المرافقالأصمي

    |

  
  
  
  

|    |
  
  

  
  

|        

 الخطوة الخامسة: تحديد اتجاه القيود وشروط عدم السمبية: 

، ≥في المرافؽ تصبح مف الشكؿ   ≥الأصمي تعظيـ وفي شكؿ قانوني القيود   -يتـ تغيير اتجاه القيود تماما 
، وفي مثالنا القيود مف الشكؿ أصغر مف أو غير وفي شكؿ قانوني العكس بالعكستص أما إذا كاف الأصمي

 يساوي تصبح في المرافؽ مف الشكؿ أكبر مف أو يساوي.
مكونات الطرؼ الثاني في المرافؽ ىي معاملات دالة  الخطوة السادسة: مكونات الطرف الثاني في المرافق:

 كف صياغة الشكؿ المرافؽ اليدؼ في الأصمي وبالعودة إلى مثالنا يم
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                 المرافــق          

                            
                                

      
          

 بنفس الطريقة )نفرض أنو لدينا برنامج أصميجاءبيذه الصورة)فيحالةالتصغيرحالةالتصغير:-6-1-2
 

                                
                     

                        
                     

          
:أكتب البرنامج الثنائي المقابؿ لمبرنامج التالي: 2مثال   

 المرافؽ     الأصمي 
                                         

                                 
                                
                                 
                                  

               
 

 الحالات الخاصة في النموذج الثنائي: -6-1-3

تكوف ىذه الحالة عند احتواء مشكلات عدم تناسب دالة اليدف مع اتجاه متباينات القيود: -6-1-3-1
التقميؿ عمى قيود مف الشكؿ أصغر مف أو يساوي، أو احتواء مشكلات التعظيـ عمى قيود مف الشكؿ أكبر 

عد ذلؾ تجرى ثـ ب -1مف أو يساوي في ىذه الحالة فإف القيد الذي لا يتناسب مع المشكمة يضرب في 
 العمميات كما أشرنا سابقا.

 مثاؿ: أوجد البرنامج الثنائي المرافؽ لمبرنامج التالي: 

 
              Min W = -10         
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 فتغير المتراجحة اتجاىيا فيصبح مف الشكؿ  1-نضرب القيد الأوؿ في 
             

 وعميو يصبح البرنامج عمى الشكؿ الثنائي كما ىو مبيف أعلاه
 :أوجد البرنامج الموافؽ لمبرنامج التالي :02مثال 

 

 

 
      3                                   

                           
                               

1                               
                                      

              
               

 ≤في ىذه الحالة يحوؿ قيد المساواة إلى قيديف أحدىما أحد قيود المشكمة عبارة عن مساواة:  -6-1-3-2
 يياالحؿ ونجد البرنامج المرافؽ.عدحسبالحالةالتييست 1-، ثـ بعد ذلؾ يصرب أحدالقيديف في ≥والأخر

فيصبح  1-القيد الأوؿ إلى قيديف ثـ نضرب القيد الذي يحتوي عمى أصغر مف أو يساوي في  مثاؿ:نحوؿ
 قيود 3لديف 

                                             
              المرافؽ          تعديؿ القيد           

                                   
                                 

          

ية محقؽإذا كاف لدينا برنامج أصمي ومرافقو فإف إحدى الحالات التال - ملاحظات:  
البرنامج المرافؽ                        

 لا يوجد حؿ ممكف حؿ ممكف 
حموؿ مثمى منتيية للأصمي  حؿ ممكف

 والمرافؽ
يممؾ الأصمي حمولا ممكنة ولكف لا 

 يممؾ حلا مثاليا منتييا
يممؾ المرافؽ حمولا ممكنة ولكف  لا يوجد حؿ ممكف  لا يوجد حموؿ ممكنة لكلا البرنامجيف
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 لا يممؾ حلا مثاليا منتييا
 البرنامج الأصمي

قراءة قيـ متغيرات المرافؽ مف جدوؿ المثموية الأصمي:عندما نحدد الحؿ الأمثؿ لمبرنامج الأصمي  -
باستعماؿ طريقة السمبمكس يمكننا مف خلاؿ جدوؿ المثموية قراءة قيـ متغيرات المرافؽ التي تشكؿ بدورىا 

 لمسألة(.الحؿ الأمثؿ ليذا الأخير وىذا مف خلاؿ العلاقات التالية )ميما كاف نوع ا

ذا كاف القيد مف النوع  yi = zjفاف  ≤إذا كاف القيد مف نوع  - = ،أما إذا كاف القيد مف نوع yi = -zjفاف  ≥، وا 
 yi = zjفاف 

 تحميل الحساسية-7

 
 مقدمة -7-1
 مفيوم تحميل الحساسية وأسعار الظل.-7-2
 .مفيوـ وأىمية تحميؿ الحساسية -7-2-1
 أسعار الظؿ وكيفية تحديدىا. مفيوـ -7-2-2

 .مدخل إجراء تحميل الحساسية -7-3
 .مدخؿ المحاولة و الخطأ -7-3-1
 .(Min)وفي حالة التدنية(Max) حالة التعظيـفي المدخؿ التحميمي -7-3-2

 أولًا: التغير في معاملات المتغيرات لدالة اليدؼ. 
 مدى التغير لممتغيرات الداخمة في الحؿ. -    
 .مدى التغير لممتغيرات غير الداخمة في الحؿ -    

 ثانياً: مدى التغير للإمكانيات المتاحة )الموارد أو القيـ الثابتة في القيود(.
 
لمتخذ القرار بسبب تغير أسعار  يعتبر موضوع تحميؿ الحساسية مف المواضيع الميمة جداً مقدمة:  -7-1

وكذلؾ يتغير مستوى الطمب عمى المنتج والتغيرات السريعة في التكنولوجيا، في مثؿ  باستمرارالمواد الأولية
ىذه الحالات يثار التساؤؿ حوؿ ما إذا كاف الحؿ الأمثؿ سوؼ يتغير أو يبقى كما ىو؟ و إذا كاف سوؼ 

ؿ مف يتغير ىؿ لابد مف حؿ كؿ المشكمة مرة أخرى بالقيـ الجديدة لموصوؿ إلى الحؿ الأمثؿ الجديد؟ ى
سمي بتحميل طريقة لمعرفة الحؿ الأمثؿ الجديد دوف حؿ المشكمة مرة أخرى؟ الإجابة عمى ذلؾ تكمف فيما 

والذي كما ىو واضح في التسمية يقيس درجة حساسية الحؿ الأمثؿ  الحساسيةأو تحميل ما بعد الأمثمية
الحالي لمتغير في القيـ الواردة في المشكمة الأصمية، ويمتاز ىذا المدخؿ بأنو يوفر تكمفة وجيد إعادة حؿ 
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المشكمة مرة أخرى حتى في حالة استخداـ الكمبيوتر، ومنو إف تحميؿ الحساسية ىو دراسة التغير الحاصؿ 
يمة الحؿ الأمثؿ في حالة تغير معاملات المشكمة، يفيد استخداميا في معرفة تأثير حدوث أي تغير في في ق

مكونات النموذج معاملات المتغيرات الأساسية وغير الأساسية، الثوابت في المعادلات )الموارد المتاحة( 
 والمعاملات الفنية.

 لبرمجة الخطية:مفيوم وأىمية تحميل الحساسية وأسعار الظل في ا -7-2

تحميؿ الحساسية ىو كيفية قياس تأثر الحؿ وتغيره نتيجة لمتغير مفيوم وأىمية تحميل الحساسية:  -7-2-1
في أحد مكونات النموذج )أرباح، أسعار، تكاليؼ، طاقات إنتاجية...الخ( بسبب ظروؼ عدـ التأكد التي 

ر تقنيات الإنتاج، تطور المواد الأولية المستخدمة تواجو صناع القرار إضافة إلى التطورات المتعمقة بػ: )تطو 
في العممية الإنتاجية أو تطور أسعارىا، سرعة دوراف اليد العاممة وتأثيرىا عمى الطاقة الإنتاجية لممنشأة، حالة 
الاقتصاد العاـ مف حيث الازدىار والركود وانعكاسيا عمى الطمب والعرض والأسعار والتكاليؼ 

مدخؿ تحميؿ الحساسية أو تحميؿ ما بعد الأمثمية في توفير تكمفة وجيد إعادة حؿ المشكمة ويساىـ والأرباح(،
 ، حيث يتـ الاعتماد فقط عمى جدوؿ السمبمكس النيائي لمحؿ الأمثؿ.مرة أخرى

ىو مقدار      سعر الظؿ لمقيد الخطي يرمز لو بالرمز مفيوم أسعار الظل وكيفية تحديدىا:  -7-2-2
بمقدار وحدة واحدة، شريطة أف لا تتغير   التغير في قيمة دالة اليدؼ إذا زدنا الطرؼ الأيمف لمقيد الخطي 

 المتغيرات الأساسية في الحؿ الأمثؿ مع ثبات جميع جميع العوامؿ الأخرى

ضمف الحدود المسموح بيا بقيمة    يساوي معدؿ التغير في قيمة دالة اليدؼ المثمى عندما تزيد     أي أف -
يقع خارج المنطقة المسموحة بتحميؿ الحساسية يصبح الحؿ    في تحميؿ الحساسية )آدا كاف التغير في قيمة 

 الأمثؿ منحؿ )غير منتظـ( ويصبح ىذا التعريؼ غير صحيح(.

(   ة مف المورد وغالبا ما تسمى أسعار الظؿ بالأسعار الاقتصادية )السعر الاقتصادي لشراء وحدة إضافي -
 (. في حالة كوف القيد عمى شكؿ متراجحة مف النوع أقؿ مف أو يساوي )

 لمحالات التالية: ويحدد سعر الظؿ وفقاً  -

  اقؿ مف أو يساوي( بيف الطرفيف الأيسر والأيمف لمقيد   سعر الظؿ لقيد خطي يستخدـ العلاقة(
ي دالة اليدؼ )السطر ما قبؿ الأخير مف الخطي ىو معامؿ المتغير الوىمي ليذا القيد الخطي ف
 جدوؿ السمبمكس( ضمف جدوؿ السمبمكس النيائي الأمثؿ؛

  أكبر مف أو يساوي( بيف الطرفيف الأيسر والأيمف لمقيد  سعر الظؿ لقيد خطي يستخدـ العلاقة(
الخطي ىو معامؿ المتغير الاصطناعي ليذا القيد الخطي في دالة اليدؼ )السطر ما قبؿ الأخير 

 مف جدوؿ السمبمكس( ضمف جدوؿ السمبمكس النيائي الأمثؿ؛
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  مف لمقيد الخطي ىو )يساوي( بيف الطرفيف الأيسر والأي  سعر الظؿ لقيد خطي يستخدـ العلاقة
معامؿ المتغير الاصطناعي ليذا القيد الخطي في دالة اليدؼ )السطر ما قبؿ الأخير مف جدوؿ 

 السمبمكس( ضمف جدوؿ السمبمكس النيائي الأمثؿ.

 ىناؾ مدخميف لتحميؿ الحساسية ىما:: مدخل إجراء تحميل الحساسية -7-3

المدخؿ يتـ تغيير بيانات الإدخاؿ ومف ثـ تكوف نموذج جديد، وفقاً ليذا : مدخل المحاولة والخطأ -7-3-1
 بمعنى إعادة حؿ النموذج مرة ثانية ومقارنة النتائج مع نتائج النموذج الأصمي، وليذا المدخؿ عيوب:

 يستغرؽ ىذا المدخؿ مدة طويمة جداً خاصة إذا كاف عدد المتغيرات المحتممة في البيانات كبيراً؛ 
 شكمة مزيد مف الوقت، الجيد والنفقات في حالة المشاكؿ ذات الحجـ الكبير.يتطمب إعادة حؿ الم 

ليس ىناؾ حاجة لإعادة حؿ نموذج البرمجة الخطية كمياً في كؿ مرة يحدث فييا :المدخل التحميمي -7-3-2
 تغير وفقاً ليذا النموذج. وذلؾ وفقاً لحالتيف )التعظيـ والتدنية( ووفقاً لمتغيرات المتعمقة بػ:

 التغيرات المتعمقة بمعاملات دالة اليدؼ؛ 
 التغيرات المتعمقة بالطرؼ الأيمف مف القيود )الثوابت أو الإمكانيات المتاحة(؛ 
 .التغيرات المتعمقة بالمتغيرات غير الأساسية 

في ىذه الحالة يتـ تحديد مجالات تغير لقيـ ىذه التغيرات المتعمقة بمعاملات دالة اليدف:  -7-3-2-1
 لات بحيث يبقى الحؿ الأمثؿ ثابتاً لا يتغير سواء في حالة التعظيـ أو التدنية ونميز ىنا حالتيف:المعام

 لمعرفة مجاؿ التغير في ىذه الحالة في حالة تغير معاملات متغيرات دالة اليدف الداخمة في الحل :
تباع الخطوات الآتية:  يتـ الرجوع إلى جدوؿ السمبمكس النيائي وا 

 قسمة قيـ سطر دالة اليدؼ )السطر ما قبؿ الأخير مف جدوؿ السمبمكسZ  في حالة التعظيـ أوW 
في حالة التدنية( عمى القيـ المقابمة ليا في سطر المتغير المراد تحديد حساسية تأثر الحؿ وفقا لتغير 

 وفقا لمعلاقة الآتية:     معاممتو في دالة اليدؼ 

  
 أو  

  
 ؛

 أكبر قيمة سالبة مف نواتج القسمة بالقيمة المطمقة، وأصغر قيمة موجبة؛ تحديد 
  تحديد مجاؿ تغير معامؿ المتغير المدروس بحيث لا يؤثر عمى الحؿ الأمثؿ حسب الحالة )تعظيـ

 أو تدنية( وفقا لمعلاقتيف الآتيتيف:
 

       [
 

  
]            [|

 

  
|] 

 
       [

 

  
]            [|

 

  
|] 
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 ىي المتغيرات التي لـ تدخؿ في حالة تغير معاملات متغيرات دالة اليدف غير الداخمة في الحل :
في الحؿ وقيميا معدومة، وحتى تصبح داخمة في الحؿ لا بد أف ترتفع معاملاتيا في دالة اليدؼ في 
حالة التعظيـ بمقدار القيمة المقابمة لممتغيرة غير الداخمة في الحؿ ضمف السطر ما قبؿ الأخير مف 

يدؼ في حالة التدنية بمقدار القيمة المقابمة وأف تنخفض معاملاتيا في دالة ال، { }جدوؿ السمبمكس
 .{ }لممتغيرة غير الداخمة في الحؿ ضمف السطر ما قبؿ الأخير مف جدوؿ السمبمكس

 لنفرض أنو لدينا النموذج الآتي:: 1مثال
                 

               
               
               

            

 وكاف جدوؿ السمبمكس النيائي لمحؿ الأمثؿ كالآتي:

: تحديد أسعار الظؿ؟ والمطموب
دراسة حساسية النموذج بالنسبة 

 لمعاملات دالة اليدؼ؟
 ,0: ىي أسعار الظل/ 1:الحل

 
 ⁄    ⁄ 

دراسة حساسية النموذج بالنسبة / 2
لمتغيرات دالة اليدف الداخمة في 

 الحل لدينا كل من

لممتغيرة  بالنسبة -

 وأصغر قيمة موجبة 2 –أكبر قيمة سالبة
 ⁄ 

 وبالتعويض في العلاقة: 
 

       [
 

  
]            [|

 

  
|] 

   :نجد
 ⁄           

 ⁄       

 ضمف المجاؿ أعلاهوعميو فالحؿ الأمثؿ لا يتغير إذا تغيرت معاممة المتغير 

بالنسبة لممتغيرة  -

  
 ⁄

  
 ⁄

 
 ⁄

 
 ⁄

  
 ⁄

 
 ⁄

  
 ⁄

 
 ⁄

  
 ⁄

  
 ⁄

 
 ⁄

 
 ⁄

   
 ⁄

 
 ⁄

 
 ⁄

  
 ⁄

  
 ⁄

  
 ⁄

   
 ⁄

   
 ⁄

  
 ⁄

  
  
⁄

  
 ⁄

 
 ⁄

 
 ⁄

 
 ⁄

 
 ⁄

  
 ⁄

  
 ⁄

  
  
⁄
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 1 و أصغر قيمة موجبة 5- أكبر قيمة سالبة

           : وبالتعويض في العلاقة نجد

       

 .ضمف المجاؿ أعلاهوعميو فالحؿ الأمثؿ لا يتغير إذا تغيرت معاممة المتغير

بالنسبة لمتغيرات دالة اليدؼ غير الداخمة في الحؿ: لدينا -2

معدومة لأنيا ليست داخمة في الحؿ ولكي يبقى الحؿ أمثلا لا بد أف تكوف قيمة معاممتيا أقؿ مف قيمة
  ييساو أو 

 ⁄ . 

 لنفرض أنو لدينا النموذج الآتي:: 2مثال
             
           
           
            
          

 وكاف جدوؿ السمبمكس النيائي لمحؿ الأمثؿ كالآتي:

والمطموب: تحديد أسعار الظؿ؟ دراسة 
حساسية النموذج بالنسبة لمعاملات دالة 

 اليدؼ؟

 الحؿ: 

  : أسعار الظؿ ىي/ 1
  ⁄ ،  ،   ⁄ 

دراسة حساسية النموذج بالنسبة / 2
لمتغيرات دالة اليدؼ الداخمة في الحؿ 

 لدينا كممف

بالنسبة لممتغيرة -

 4وأصغر قيمة موجبة1–أكبر قيمة سالبة
 وبالتعويض في العلاقة: 

 

       [
 

  
]    

   

     [|
 

  
|] 

 
 ⁄

  
 ⁄

 
 ⁄

 
 ⁄

 
 ⁄

  
 ⁄

  
 ⁄0      ⁄   

 ⁄

-1  
 ⁄  

 
 ⁄0  

  ⁄   
 ⁄

   
 ⁄0   

  ⁄   
 ⁄

M M -     ⁄  
 ⁄

  
  
⁄

  
  ⁄ 

 ⁄

  
  ⁄  

 ⁄
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 نجد: 
                   

 ضمف المجاؿ أعلاهوعميو فالحؿ الأمثؿ لا يتغير إذا تغيرت معاممة المتغير 
بالنسبة لممتغيرة -

 1 أصغر قيمة موجبة

كانت معاممة  فالحؿ الأمثؿ لا يتغير إذا  4=5-1
 .4 أكبر مف أو يساويالمتغير

لإمكانيات المتاحة باالتغيرات المتعمقة  -7-3-2-2
 لحساب مدى التغير بالنسبة للإمكانيات المتاحة نتبع الخطوات الآتية:: )الموارد أو القيم الثابتة في القيود(

 لى القيـ المقابمة ليا في العمود الخاص ع  لمحؿ الأمثؿ نقسـ قيـ الحؿ بالرجوع إلى جدوؿ السمبمكس
 بالمتغير المدروس )المتغير المكمؿ أو الاصطناعي الخاص بالقيد محؿ الدراسة(؛

 تحديد أكبر قيمة سالبة مف نواتج القسمة بالقيمة المطمقة، وأصغر قيمة موجبة؛ 
 لا يؤثر عمى الحؿ الأمثؿ حسب الحالة )تعظيـ  تحديد مجاؿ تغير معامؿ المتغير المدروس بحيث

*       أو تدنية( وفقا لمعلاقة الآتية:
 

 
+           *

 

 
+ 

 السابؽ نقوـ بدراسة حساسية تغير الطرؼ الأيمف مف القيود عمى الحؿ الأمثؿ 1وبالعودة لممثاؿ

 حساسية تغير الطرؼ الأيمف مف القيد الأوؿ: -

وأكبر قيمة  10 مف خلاؿ الجدوؿ نلاحظ أصغر قيمة موجبة
 10 - سالبة

           : بالتعويض في العلاقة أعلاه نجد

           

وعميو فالحؿ الأمثؿ لا يتغير إذا تغيرت قيـ ثابت طرؼ 
 الأيمف مف القيد الأوؿ وفقا لممجاؿ أعلاه.

 حساسية تغير الطرؼ الأيمف مف القيد الثاني: -

وأكبر قيمة  25 مف خلاؿ الجدوؿ نلاحظ أصغر قيمة موجبة
 20سالبة

:بالتعويض في العلاقة             أعلاه نجد

           
وعميو فالحؿ الأمثؿ لا يتغير إذا تغيرت قيـ ثابت طرؼ 

 الأيمف مف القيد الثاني وفقا لممجاؿ أعلاه.

  
 ⁄

  
  
⁄

 
  ⁄ 

 ⁄

  
  ⁄  

 ⁄

 
  
⁄

20   
 ⁄

 
 ⁄

-100   
 ⁄

  
 ⁄

-10   
 ⁄  

 ⁄

 
  
⁄

- 20   
 ⁄

  
 ⁄

25   
 ⁄

 
 ⁄

- 20   
 ⁄

  
 ⁄
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 حساسية تغير الطرؼ الأيمف مف القيد الثالث: -
مف خلاؿ الجدوؿ نلاحظ أف أصغر قيمة موجبة 

  ىي:
⁄    - 60وعميو نجد⁄        ⁄ 

فالحؿ الأمثؿ لا يتغير إذا تغيرت قيـ ثابت طرؼ الأيمف وعميو 
   مف القيد الثالث وفقا لممجاؿ أكبر مف أو يساوي

 ⁄. 

السابؽ نقوـ بدراسة حساسية تغير الطرؼ  2وبالعودة لممثاؿ
 الأيمف مف القيود عمى الحؿ الأمثؿ

 حساسية تغير الطرؼ الأيمف مف القيد الأوؿ: -

وأكبر قيمة 3مف خلاؿ الجدوؿ نلاحظ أصغر قيمة موجبة
 9 - سالبة

: بالتعويض           في العلاقة أعلاه نجد

          

وعميو فالحؿ الأمثؿ لا يتغير إذا تغيرت قيـ ثابت طرؼ 
 الأيمف مف القيد الأوؿ وفقا لممجاؿ أعلاه.

 حساسية تغير الطرؼ الأيمف مف القيد الثاني: -

وأكبر قيمة  5مف خلاؿ الجدوؿ نلاحظ أصغر قيمة موجبة
 75-سالبة

:           بالتعويض في العلاقة أعلاه نجد

            

وعميو فالحؿ الأمثؿ لا يتغير إذا تغيرت قيـ ثابت طرؼ 
 الأيمف مف القيد الثاني وفقا لممجاؿ أعلاه.

 تغير الطرؼ الأيمف مف القيد الثالث: حساسية -

وعميو  3-منخلاؿ الجدوؿ نلاحظ أف أكبر قيمة سالبة ىي:
      + 60نجد

وعميو فالحؿ الأمثؿ لا يتغير إذا تغيرت قيـ ثابت طرؼ 
 .63 أقؿ مف أو يساويالأيمف مف القيد الثالث وفقا لممجاؿ 

 
  
⁄

/   
 ⁄

/   
 ⁄

  
 ⁄    

 ⁄
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 ⁄

3  
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 مشكمة النقلالفصل الثاني: 

 
 ؛تمييد

 ؛صياغة نموذج نقل-1

 ؛إيجاد الحل الأمثل لممسألة -2

 ؛الطرق المتعددة في إيجاد الحل الأولي -3

 ؛خطوات التأكد من تحقق الحل الأمثل -4

 .حالات خاصة في مسألة النقل -5

 

مسألة النقؿ تحظى مسائؿ النقؿ كحالة خاصة مف البرمجة الخطية بأىمية خاصة مف ما تقدمو مف  تمييد:
دعـ في عممية اتخاذ القرارات مف أجؿ حؿ المشاكؿ الاقتصادية في قطاعات النقؿ والمواصلات، ويمكف 

توزيع السمعة مف عندما نشر ىيتشوؾ دراسة بعنواف 1941إرجاع الجذور التاريخية لأساليب النقؿ إلى عاـ 
نشر كوبماف دراسة تحت عنواف الاستثمار الأمثؿ لنظاـ النقؿ،  1947مصادر متعددة إلى مواقع متعددة وفي 

 وتعتبر ىاتاف الدراستاف نقطة انطلاؽ في تطوير طرؽ النقؿ المعتمدة في عصرنا الحالي. 



 

48 

 يفترض النموذج المقابؿ لمسألة نقؿ ما يمي:صياغة نموذج نقل:  -1

 د مف مصادر عرض الموارد )مصانع إنتاج، مخازف مواد أولية، ،،،،( وعددىا عدm حيثm  أكبر
 ؛2مف أو يساوي 

  عدد مف مراكز طمب الموارد)وحدات إنتاج، محلات تسويؽ......( وعددىاn  حيثn  أكبر مف أو
 ؛2يساوي 

 السمع مثلا )أو الطمب عمييا( مف طرؼ المصدر )المراكز( قد يختمؼ مف عارض إلى  عرض
 ؛لب( إلى أخر)طا

  الشكؿ الأولي لمنموذج يفترض تساوي العرض مف السمع مجتمعة )مف طرؼ المصادر( مع الطمب
 عمييا مجتمعة ) مف طرؼ المراكز(.

متوازنة، حيث كمفة النقؿ بيف المراكز  عند تحقؽ شرط تساوي العرض مع الطمب نكوف بصدد مسألة نقؿ
والمصادر محددة بدقة، كمفة النقؿ تزداد طردا مع الكمية المنقولة، ىدؼ النقؿ يتمثؿ في تمبية طمبات المراكز 
انطلاقا مما ىو معروض عند المصادر بأقؿ تكمفة ممكنة، لا يمكف نقؿ أكثر مما ىو موجود، وعميو يمكف 

 لنفرض أف:   صياغة نموذج نقؿ كما يمي:

 xij نحو المراكز ت،....( الواجب نقميا مف المصادرىو كمية أو عدد الوحدات )أطناف ، قارورا ،
 ؛بمتغيرات القرار الواجب تحديدىا )وتسمى ىذه المتغيرات

 cij ىي كمفة نقؿ الوحدة الواحدة )طف، قارورة،...( مف المصدرi نحو المركزj؛ 
 oi ىي كمية أو عدد الوحدات المعروضة مف طرؼ المصدرi؛ 
 dj  ىي كمية أو عدد الوحدات المطموبة مف طرؼ المركزj؛ 
  يجب أف تكوف الوحدات )البضاعة مثلا ( محؿ النقؿ متجانسة بحيث يمكف نقؿ أي عدد مف أي

 مصدر نحو أي مركز.

 وعميو النموذج العاـ لمسألة النقؿ سيكوف كما يمي:

 الاقتصادي: التابع 

     ∑∑       

 

   

 

   

 

  :1,2العرض: -القيود الخطية, ,,,,,,m   ∑    
 
             

∑n,,,,,, ,1,2الطمب:  -    
 
             

                                     شروط عدـ السمبية:  -

يكوف لمسألة النقؿ حموؿ ممكنة فقط عندما تكوف الكمية المعروضة مف طرؼ المصجر مجتمعة مساوية إلى 
 الكمية المطموبة مف طرؼ المراكز مجتمعة وبالتالي فإنيا تساوي الكمية الكمية المنقولة ، أي أف : 
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∑  

 

   

 ∑∑    

 

   

 ∑  

 

 

 

   

 

يسمى مثؿ ىذا البرنامج والذي يفترض أف مجمؿ العرض مساوي إلى مجمؿ الطمب ببرنامج الخطي المغمؽ 
لمسائؿ النقؿ ، وفي جالة عدـ تحقؽ ىذه الشروط نضيؼ مصادر عارضة أو مراكز طالبة وىمية بحيث 

 يتحقؽ الشرط وعندىا نتمكف مف إيجاد حموؿ ممكنة. 
وحدات إنتاجية موزعة في الشرؽ الجزائري وذلؾ بطاقات إنتاجية محددة  3تدير شركة لإنتاج الألباف مثال: 

طاقتيا  2وحدة مف الحميب، الوحدة  30: طاقتيا الإنتاجية 1الوحدة  -)بآلاؼ المترات مف الحميب(كما يمي: 
ربع وحدة مف الحميب، وتمتمؾ ىذه الشركة أ 80طاقتيا الإنتاجية  3وحدة مف الحميب، الوحدة  60الإنتاجية 

 مراكز تسويقية في الشرؽ الجزائري طمباتيا كما يمي:

 20والرابع طمبو 40والثالث طمبو  35وحدة مف الحميب والثاني طمبو  75طمبو قدره 1المركز التسويقي 
.ويفترض أف تكاليؼ النقؿ بيف كؿ وحدة إنتاجية ومركز تسويؽ بالنسبة لألؼ لتر حميب ىي كما يمي بعد 

 يقابؿ العرض وسطر يقابؿ الطمب:إضافة ليا عمود 

مسألة النقؿ ىي حالة خاصة مف البرمجة الخطية ومعنى  إف
ذلؾ إف استخداـ نموذج النقؿ يتطمب توافر شروط البرمجة 
الخطية ىي ىذا النمط مف المسائؿ، وتتمخص ىذه الشروط فيما 

 يمي:

تحديد التابع الاقتصادي: ويتمثؿ ىذا في إيجاد أدنى كمفة  -
 ممكنة

     ∑ ∑          
 
   

 
    = 9                             

∑قيود: العرض:    ال                                     
    

                           
                          

∑الطمب:                                
    

                      
                       
                      

      i=1,2,3    j=1 ,2,3,4،     ≥0  شروط عدـ السمبية:

 170ونلاحظ أف العرض يساوي الطمب ويساوي 
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يمكنناإجراءحسابات مسألة النقؿ عمى الجدوؿ السابؽ لموصوؿ لمحؿ الأمثؿ، إيجادالحلالأمثممممسألة:-2
وتعتمدالخطوةالأولىفيإيجادىالتعرفعمىمجموعةالحمولالأساسيةالمقبولةفيمسائلالنقؿ.وعددالمتطمبات اليامشية في 

 .m+n: وىذا ما يمكف التعبير عنو بمعادلات وعددىا m+nمسألة النقؿ بصيغتيا العامة ىو:

. 7معادلات تعكس العرض وعميو فعدد المعادلات ىو  3معادلات تعكس الطمب و 4ودة إلى مثالنا لدينا وبالع
معادلات مستقمة خطيا أي أف يكوف عدد الخلايا  m+n 1-إف الحؿ الأساسي المقبوؿ يتطمب أف تكوف

 .m+n-1ىو      الموجودة بالجدوؿ والتي تحتوي عمى قيـ موجبة لممتغير
فإننا نكوف بصدد حؿ أساسي مقبوؿ شكميا، ويمكننا  m+n-1إذا كاف عدد الخلايا الموجبة أقؿ مف  ملاحظة:

التغمب عمى ىذا بإضافة أصفار ككميات منقولة في خلايا لا تؤدي إلى مساواة مغمقة وعدد الأصفار 
 المضافة يساوي عدد الخلايا الناقصة عند جعؿ الحؿ الأساسي حلا شكميا.

ىناؾ عدة طرؽ يمكف إتباعيا مف أجؿ إيجاد حؿ أساسي ممكف  ددة في إيجاد الحل الأولي:الطرق المتع-3
طريقة  -طريقة أقؿ تكمفة  -طريقة الزاوية الشمالية الغربية  -مبدئي ومف بيف ىذه الطرؽ نجد ما يمي: 

 الجزاء )فوجؿ لمتقريب(.
إيجاد الحؿ الأولي، وكما يتضح مف  وتعتبر مف أبسط الطرؽ في طريقة الزاوية الشمالية الغربية:-3-1

اسميا فإننا وعند البدء في عممية التوزيع )تعبئة الخانات( مف المصادر إلى المراكز فإننا نبدأ بالخانة 
وطمب  1ونعطييا أكبر قيمة ممكنة، ىذه القيمة الكبيرة تكوف مقيدة بأصغر قيمة بيف عرض المصدر(1.1)

مع المحافظة عمى المتطمبات اليامشية، ثـ بعد ذلؾ عند                    أي  .1المركز 
 نكوف أماـ حالتيف:  2الانتقاؿ إلى الخانة 

المصدر الأوؿ قد صدر كؿ ما لديو و المركز الأوؿ لـ يتمقى كامؿ الطمبية وبالتالي فيو بحاجة إلى  -1
السطر الثاني في تنقؿ عمودي مف مصدر أخر وعندىا التنقؿ سيكوف نحو 1النقص  بيف الطمب والعرض 

ونخصص ليا (2.1)مف الخانة الأولى إلى الثانية الواقعة تحت الخانة الأولى المعبئة أي تنقؿ إلى الخانة 
 أكبر قيمة ممكنة مع المحافظة عمى المتطمبات اليامشية 

وىذا يعني أف: المركز الأوؿ قد حصؿ عمى كؿ ما يحتاج إليو والمصدر                     -2
الأوؿ لـ يتخمص مف كؿ ما لديو مف معروض وبالتالي فيو بحاجة إلى توجيو الفائض إلى مركز أخر وعميو 

ونخصص ليا أكبر قيمة ممكنة مع المحافظة (1.2)عمى نفس السطر أي الخانة 2التنقؿ يكوف نحو العمود 
                طمبات اليامشية وبالعودة إلى مثالنا ومع تطبيؽ القاعدة نجد أف القيمة  عمى المت

لـ يتمؽ  1المصدر الأوؿ قد صدر كؿ ما لديو  والمركز 1وىذا يعني أننا في الحالة               
نة التالي يكوف التنقؿ إلى الخامف المصدر الثاني وب 45كامؿ الطمبية وبالتالي فيو بحاجة إلى الفرؽ أي 

 .واليؾ حسب الجدوؿدوىكذا  (2.2)ثـ الخانة (2.1)
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وىذا   6=1-4+3أي  6مف الجدوؿ نلاحظ أف المراكز قد تـ تمبية طمباتيا وأف وعدد الخانات المعبئة يساوي 
 يعني أف ىذه الطريقة قد أعطتنا حلا مقبولا أساسيا.

∑      وعند ىذا الحؿ يكوف مجموع تكاليؼ النقؿ كما يمي:  ∑                         
   

 
   

                      
إف طريقة الزاوية الشمالية الغربية لا تعتمد عمى أساس التكاليؼ في تعبئة الخلايا مف المصادر إلى المراكز 
نما عمى أساس موقع الخلايا في الجدوؿ وعميو فيذه الطريقة لا تؤدي في معظـ الأحياف إلى تحقيؽ أقؿ  وا 

 ى إجراء تحسينات.تكمفة ممكنة بصورة مباشرة دوف المجوء إل

إف اعتماد ىذه الطريقة يتطمب الأخذ بأقؿ كمفة بالخمية وىذا يعني تعبئة طريقة أقل كمفة )أدنى كمفة(: -3-2
الخمية التي تتضمف أصغر تكمفة قياسا إلى تكاليؼ الخلايا الأخرى في الجدوؿ، مف خلاؿ وضع أصغر قيمة 

(     )   بيف العرض والطمب  المجوء إلى مصدر أو مصادر أخرى لتأميف باقي الطمب  ىنا يتـ    
(     )   أما في حالة   ىنا يتـ توجيو الفائض إلى مراكز أو مراكز أخرى لتصريؼ باقي      

العرض. بعد الخانة الأولى يأتي دور الخانة التي تمييا مف ناحية الكمفة وىكذا تتـ عممية التعبئة بصورة 
 باتجاه الأكبر مع المحافظة عمى المتطمبات اليامشية. تصاعدية مف الأصغر

مع المحافظة عمى (1.2)وعميو نقوـ بتعبئة الخانة  2بالعودةإلىمثالنا:نلاحظأنأصغر كمفة ىي 
 وعميو الجدوؿ يكوف كما يمي:( 2.3)أي الخانة  3بعدىا الخانة التي تمييا في الكمفة وىي و المتطمباتاليامشية
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وىذا يعني أننا بصدد  6نلاحظ مف الجدوؿ أف كؿ المراكز قدتـ تمبية طمباتيا وأف عدد الخانات المعبئة ىو 
حؿ أولي أي أف ىذه الطريقة قد أعطتنا فعلا حلا مقبوؿ أساسيا، وعند ىذا الحؿ يكوف مجموع تكاليؼ النقؿ 

 كما يمي:

      ∑∑                                            

 

   

 

   

 

نلاحظ أف مجموع تكاليؼ النقؿ باستخداـ طريقة أقؿ تكمفة أقؿ بكثير مف استخداـ طريقة الزاوية الشمالية  كما
 الغربية.

إف اعتماد ىذه الطريقة يستمزـ احتساب الفارؽ الحسابي بيف طريقة فوجل التقريبية )طريقة الجزاء(:  -3-3
عمودية في جدوؿ تكاليؼ النقؿ أي: احتساب الفرؽ و  التي تمييا مباشرة بصورة أفقيةأقؿ تكمفة نقؿ والتكمفة 

بيف أقؿ تكمفة والتكمفة التي تمييا لكؿ سطر )المصدر( عمى حدى، واحتساب الفرؽ بيف أقؿ تكمفة والتكمفة 
التي تمييا لكؿ عمود )المركز( عمى حدى ثـ تأشير ىذه الفروؽ عمى جانبي جدوؿ الحؿ. حيث تمثؿ ىذه 

و يمكف الحصوؿ عمى حؿ أولي دـ تعبئة الخانات الأقؿ تكمفة وملذي يترتب عند عالفروؽ مقدار الجزاء ا
 نجد: الذي ىو في معظـ الحالات حؿ أمثؿ، وبالعودة إلى مثالنا السابؽ

دنانير لممصدر الثاني وىنا  6نلاحظ مف ىذا الجدوؿ أف أكبر فرؽ لمتكاليؼ يوجد بالسطر الثاني ويساوي 
نقوـ بتعبئة الخانة التي تمثؿ أقؿ تكمفة تقابؿ أكبر فرؽ مف بيف جميع الفروؽ المحسوبة وأكبر كمية يمكف 

وحدة، وىذه العممية تؤدي إلى نفاذ المخزوف عند  60التي ليا أقؿ تكمفة نقؿ ىي  (2.1)تخصيصيا لمخانة 
( حتى نتمكف مف إعادة احتساب الفروؽ بيف 2)السطر  2المصدر وعميو لمواصمة التوزيع نحذؼ  2المصدر 

التكاليؼ وبصورة عمودية فقط لأف ما تـ استبعاده ىو سطر وبالتالي الأسطر لـ تتأثر.
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ومف ثـ أكبر قيمة  (3.1)دنانير ويقع في الخمية  5نلاحظأف أكبرفرقفيالتكمفةالنقميقعفيالعمود الأوؿ ويساوي 
أي نقؿ ما تبقى مف احتياجات المركز الأوؿ مف المصدر الثالث، فيذه  15يمكف تخصيصيا ليذه الخانة ىي 

العممية تمبي احتياجات المركز الأوؿ وعميو نستبعد العمود الأوؿ،ونعيد حساب الفروؽ بيف التكاليؼ 
 زاء أكبر فرؽ ومواصمة العممية حتى تمبية جميع الطمبات.لمخلاياالمتبقية وتعبئة الخلايا التي تمثؿ أقؿ تكمفة إ
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ومف ثـ نلاحظ أف كؿ المراكز قد تـ تمبية 
 6طمبياوأف عدد الخانات المعبئة ىو 

وىذا يعني أننا بصدد حؿ أولي ومف ثـ 
الطريقة أعطت لنا حؿ أمقبوؿ أساسي، 
وعند ىذا الحؿ يكوف مجموع تكاليؼ 

النقؿ ىو:

      ∑∑                                           

 

   

 

   

 

أقؿ مف مجموع التكاليؼ بالنسبة  725ونلاحظ أف مجموع التكاليؼ باستخداـ طريقة فوجؿ لمتقريب ىي 
 لمطريقتيف السابقتيف، ومف ثـ فيذه الطريقة أفضؿ مف الطريقتيف السابقتيف.

بعد الحصوؿ عمى حؿ أساسي مقبوؿ مبدئي فالمرحمة الموالية  خطوات التأكد من تحقق الحل الأمثل: -4
لشبيية بطريقة السمبمكس، ويتـ ىي الانتقاؿ إلى الحؿ الأمثؿ ويكوف ذلؾ بإتباع مجموعة مف الخطوات ا

 الاعتماد عمى معيار التحسف  مف خلاؿ طريقتيف ىما ط الكمفة الحدية و ط التوزيع المعدؿ.   

تسمى ىذه الطريقة أيضا بطريقة القفز عمى الصخور واعتماد ىذه الطريقة     طريقة الكمفة الحدية: -4-1
 يتـ وفؽ مجموعة مف الخطوات نوجزىا فيما يمي:

  التأكػد مػف عػػدد الخلايػا المعبئة:عنػػد تعبئػة الجػػدوؿ بإحػدى الطػرؽ الػػثلاث نتأكػد إذا كػػاف عػدد الخلايػػا
فػإذا احتػوى الجػدوؿ عمػى عػدد أكبػر أو أقػؿ مػف  m+n-1المعبئةفيجدوؿ الحؿ الأساسي مسػاوية إلػى 

 ؛ءـ ىذا الشرطدة التوزيع بشكؿ يلاالخلاياالمعبئةفإنالتوزيعلا يمثمحلاأوليا أساسيا وعميو يجب إعا
  الأمػػر بتحديػػد المسػػار تقػػويـ الخميػػة غيػػر المعبئػػة: إف العمػػؿ عمػػى تقػػويـ الخميػػة الشػػاغرة يػػتـ فػػي بدايػػة

 .كإجراء أولي
إف تخصيص وحدة واحدة لخمية غير مستخدمة في الحؿ الأساسػي المبػدئي  تحديد المسار المغمق: -4-1-1

الناتج عف تطبيؽ إحدى الطرؽ الثلاث، يتطمب تعديؿ الكميات المخصصػة فػي خلايػا أخػرى وذلػؾ لممحافظػة 
 عمى المتطمبات اليامشية )متطمبات العرض والطمب( وبالتالي مقبولية الحؿ وىذا يتطمب تحديد مسار مغمؽ.

ىػو عبػارة عػف شػكؿ ىندسػي عمػى ىيئػة مربعػة أو مسػتطيؿ  المسار المغمق )السمسمة المغمقة(: -4-1-1-1
أو أي شكؿ أخر يبدأ مف الخمية غير المعبئة والعودة إلى ذات الخمية في جدوؿ الحػؿ مػع تكػويف زاويػة قائمػة 

ر المغمػػؽ تكػػوف خلايػػا عنػػد الخلايػػا المعبئػػة فقػػط. ويتكػػوف المسػػار مػػف خطػػوط أفقيػػة أو عموديػػة، أركػػاف المسػػا
فػي الجػدوؿ  (1.1)معبئة باستثناء الخمية التي يراد تعبئتيا، وبالعودة إلػى مثالنػا: فػإف إضػافة وحػدة إلػى الخميػة 

كما (3.3(، )3.1(، )1.3)الذي يمثؿ الحؿ المبدئي فاف الأمر يتطمب إجراء تعديؿ في القيـ المخصصة لمخلايا 
 ىو مبيف في الجدوؿ.
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نلاحػظ مػػف الجػػدوؿ أف الخميػػة المػػراد تقويميػػا مػػع الخلايػػا التػي تػػأثرت بإضػػافة وحػػدة ليػػذه الخميػػة تشػػكؿ مسػػارا 
 مغمقا انطلاقا مف الخمية ورجوع إلييا.

نضع إشارة موجبة في الخمية غيػر المعبئػة والتػي نريػد تعبئتيػا ثػـ المغمق:تأشير رؤوس المسار  -4-1-1-2
لكؿ زاوية في المسار المغمؽ حيث تمثؿ ىػذه الإشػارات السػالبة والموجبػة إضػافة  +و  -نضع إشارات متبادلة 

 وطرح وحدة واحدة مف الخمية المناظرة.
يػػتـ حسػػاب مقيػػاس التحسػػف لمخميػػة المػػراد تقويميػػا مػػف خػػلاؿ جمػػػع  حســاب مقيــاس التحســن: -4-1-1-3

تكاليؼ النقؿ في الخلايا التػي زادت قيميػا ونطػرح منيػا تكػاليؼ النقػؿ فػي الخلايػا التػي نقصػت قيمتيػا والنػاتج 
ة النقػػؿ فػػإذا كانػػت النتيجػػة موجبػػة فيػػذا يعنػػي أف تعبئػػة الخميػػلكمفػػة     ىػػو مقيػػاس التحسػػف لمخميػػة، ونرمػػز بػػػ 

ذا كانػػت النتيجػػة سػػالبة فيػػذا يعنػػي أف  سػػتؤدي إلػػى زيػػادة تكػػاليؼ النقػػؿ وبالتػػالي فيػػذه التعبئػػة غيػػر محبػػذة، وا 
تعبئة الخمية ستؤدي إلى تخفيض تكاليؼ النقؿ وبالتالي فيذه التعبئة محبذة، أما إذا كانت معدومػة فيػذا يعنػي 

لا بالنقصاف كما يعني ىذا أف ىناؾ خطة أخرى ولكف أف تعبئة الخمية لا يؤثر عمى تكاليؼ النقؿ لا بالزيادة و 
 بنفس التكاليؼ.
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وبمػا أف مقيػاس التحسػف عنػد ىػذه         9=4-10+6-9= ىػي( 1.1) وبػالعودة  إلػى مثالنػا فػإف قيمػة الخميػة
النقطػػة موجبػػة فػػذلؾ يشػػير إلػػى أف تعبئػػة ىػػذه الخانػػة بوحػػدة واحػػدة يػػؤدي إلػػى زيػػادة تكػػاليؼ النقػػؿ بػػدلا مػػف 
تخفيضػػيا وبالتػػػالي المتغيػػػر الخػػاص بيػػػذه الخانػػػة يسػػػتبعد مػػف دخػػػوؿ الحػػػؿ، إذا كانػػت مقػػػاييس التحسػػػف لكػػػؿ 

مثػػػؿ. ولنجػػػري العمميػػػات الحسػػػابية الضػػػرورية لحسػػػاب مختمػػػؼ الخلايػػػا موجبػػػة ىػػػذا يعنػػػي أننػػػا بمغنػػػا الحػػػؿ الأ
 مقاييس التحسف 

                 
                 
                 
                
                 
                 

نلاحظ أف مختمؼ مقاييس التحسف أكبر مف الصفر وىذا يعني أف الحؿ الذي تـ التوصؿ إليو أكبر مف 
 .725الصفر عف طريؽ طريقة فوجؿ التقريبية ىو الحؿ الأمثؿ، وعميو فأدنى كمفة نقؿ ىي 

لا الخانة ملاحظة: إذا كانت لدينا أكبر مف خانة غير معبئة قيمة مقياس التحسف ليا سالب فإننا نختار أو 
 ذاتأكبرقيمة سالب،ثانيانختار أكبر قيمة سالبة في المسار المغمؽ. ثـ بعد ذلؾ نعيد الجدوؿ ونعيد العممية.

 نمخص ىذه الطريقة في الخطوات التالية:  :طريقة التوزيع المعدل- 4-2

  إضافة سطر وعمود جديداف في الجدوؿ تـ الحصوؿ عميو بعد تطبيؽ أحد الطرؽ الثلاث والتي
 ؛نا مف الحصوؿ عمى حؿ أساسي مبدئيمكنت

  )تعبئة السطر والعمود الجديد بيدؼ الوقوؼ عمى مساىمة كؿ نقطة مف النقطتيف )العرض والطمب
في كمفة كؿ وحدة منقولة وذلؾ طبقا لمعلاقات التالية: تكمفة كؿ خمية تساوي القيمة الموضوعة في 

 ؛ي السطر الجديد أماـ ىذه الخميةقيمة الموضوعة فالعمود الجديد أماـ ىذه الخمية مضافا إلييا ال
          

 قيمة الخمية في العمود )نقطة الطمب(.    قيمة الخمية في السطر )نقطة العرض(، و   حيث أف 

  حساب حافز التبديؿ يعمؿ عمى حساب الحافز لمتبديؿ خطة النقؿ الحالية مف خلاؿ حساب الوفر
وحدة تنقؿ مف المصدر إلى المركز عبر مسار بديؿ والذي يتجمى في الخلايا الناجـ عف نقؿ كؿ 

 غير المعبئة وفؽ العلاقة:
   
            

   ىنا نكوف أماـ إحدى الحالات التالية 
سالبة لجميع الخلايا غير المعبئة فيذا يعني أف الحؿ أمثؿ، أما   
ثر فيذا يعني أف الحؿ غير أمثؿ ويجب تحسينو، أما إذا كانت مساوية إذا كانت موجبة تماما عند خمية أو أك
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لمصفر عند خمية ىذا يعني وجود حؿ أمثؿ بديؿ بنفس الكمفة الحالية، وبالعودة إلى مثالنا ولمسيولة نعيد 
 إدراج الحؿ الأولي الأساسي الذي تحصمنا عميو بطريقة أدنى كمفة لعممنا أنو ليس الحؿ الأمثؿ 

 مف العلاقة:       حساب 

 
          
يفضؿ عند اختيار قيمة لأي مف المتغيريف عمى أف يكوف المتغير الذي لو أكبر عدد مف الاستخدامات وىو 

 وعميو يتـ حساب المتغيرات الأخرى:    وىذا بيدؼ تسريع الحسابات اعتماد    في مثالنا 

           المعمومةاستنباط القيم المتبقية بدلالة القيم 

       =6,  =5 
  =6   =4 
  =4   =-1 
  =4   =0 
  =0      

     =6 
     =5 
     =2 
     =4 
     =3 
     =10 

                                                            

    

    

    

 نعمؿ عمى حساب الحافز عمى تبديؿ الحؿ أي
 :الشاغرة باعتماد العلاقةوىذا بالنسبة لمخلايا  
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 وىذا يعني أف الحؿ ليس بالأمثؿ ويجب تحسينو1نلاحظ أف ىناؾ قيمة موجبة 

 الحؿ: يتـ في حالة تعدد القيـ الموجبة اختيار القيمة الكبرى وفي التمريف ىي حالة واحدة  تحسيف
ونعمؿ عمى تحديد المسار المغمؽ كما تـ في طريقة الكمفة الحدية عمى أف تكوف نقطة انطلاؽ 

القيمة سالبة ثـ بعد ذلؾ نختار القيمة الصغرى لمترحيؿ  1-=5-6+10-8تساوي(3.4)المسار ىي
الموالي. عمى الجدوؿ ؿفنحص(8أقؿ مف5)لأن  ليتـ الترحيؿ30-و  20-بيف

وحدة مضروبة في مقدار  20بػالحؿ تكوف قيمة التابع قد تراجعت بعدد الوحدات المرحمة والمقدرة  وبيذا
 .725وعميو قيمة التابع تصبح1+التحسف في مثالنا

يمكف أف تواجينا في مسألة النقؿ إحدى الحالتيف: حالة عدـ تساوي حالات خاصة في مسألة النقل: -5
 الانتظاـالعرض مع الطمب وحالة عدـ 

 ىنانكونبصددإحدىالحالتيف الطمب أكبر مف العرض أو العكسحالةعدم تساويالعرضمعالطمب:-5-1

أي العرض أصغر مف الطمب فإننا نتصور وجود طمب وىمي ونستحدث في الطمبأكبرمنالعرض: -5-1-1
اجات الفعمية الطمب الجدوؿ مركزوىميبمقدارمنالاحتياجات مساوية لمفرؽ بيف الموارد المتاحة العرض والاحتي

إما مساوية لمصفر )الكمفة( حتى لا  -وتكوف تكاليؼ النقؿ مف المصدر إلى المركز الوىمي: 
يتأثرالتابعالاقتصاديفيالأخيرعندحسابالكمفةالإجمالية،أومساويةإلىقيمةكبيرة بالمقارنة مع الكمؼ الموجودة في 

 ف أف تدخؿ في الحسابات النيائية لمتكمفةالجدوؿ في حدود ضعؼ أكبر كمفة في الجدوؿ مثلا وىذا دو 
إف كانت الاحتياجات أكبر مف الموارد في ىذه الحالة يتـ استحداث الطمب أصغر من العرض: -5-1-2

مصدر وىمي )عارض وىمي في الجدوؿ( الحؿ بمقدار الفرؽ وتكوف التكاليؼ بإحدى الطريقتيف السابقتيف 
 الذكر في الحالة العكسية.
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مما يجعؿ عممية  m+n-1وتكوف في حالة ظيور خانات معبئة أقؿ مف  فسخ عدم الانتظام: حالة الت -5-2
تقويـ الخلايا الصفرية بالطرؽ السالفة الذكر )التكمفة الحدية والتوزيع المعدؿ( أمرا مستحيلا ، ولحؿ ىذه 

يمكنيا أف εفي إحدى الخلايا الصفرية والخمية ذات القيمة  εالمشكمة فإننا نقوـ بتسجيؿ كمية صغيرة ولتكف 
 في نياية الحؿ إذا كانت موجودة في الحسابات.  εلػ   0تشحف أو تتسمـ وحدات البضاعة ولكف تعطى القيمة 

 مثال:

 ولنبحث عف حؿ أساسي أولي وليكف بطريقة الزاوية الشمالية الغربية مثؿ فينتج لدينا الجدوؿ التالي:

(وبيذايصبح ىذا 2.2إلى أحد الخانات ولتكن الخانة)𝛆وبالتالي نضيف6أقل من5نلاحظ أن الحل الناتج لا يستوفي الشرط لأن
ويمكن إتباع أحد الطريقتين لمتحسن 1750نجدىاالمتغير قاعدي بعد أن كان غير قاعدي والتكمفة الإجمالية ليذا التابع 

 التوزيع المعدل. ريقةالكمفة الحدية أو ط ريقةط
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 الفصل الثالث: مدخل لمبرمجة غير الخطية بقيود وبدون قيود
 

 

 مقدمة؛

 ؛أمثمية المتغير المفرد بقيد وبدون قيد-1

 أمثمية متعدد المتغيرات بدون قيود؛-2
 متعدد المتغيرات ذو قيود. أمثمية-3

أو البرنامج غير الخطي ىو البرنامج الرياضي  NonlinearProgrammingالبرمجة غير الخطية  مقدمة:
بشكمو العاـ حيث تكوف دالة اليدؼ أو القيود أو كلاىما غير خطية، ويعتقد أف أكثر الطرؽ شيوعاً لحؿ 

لتكرارية، ويعتبر البرنامج غير الخطي أصعب أنواع البرنامج غير الخطي ىي طريقة دواؿ الجزاء والحد ا
 البرمجة حيث لـ يتفؽ عمى أمثؿ طريقة لحؿ ىذا النوع مف البرامج الرياضية. 

 أمثمية المتغير المفرد بقيد وبدون قيد -1

دالة       حيث أف: ،       البرنامج غير الخطي، غير المقيد، لممتغير المفرد يأخذ الصيغة الآتية: 
-)، ويكوف البحث عف الأمثمية )تعظيـ أو تصغير( في الفترة غير المقيدة  في المتغير المفرد  غير خطية

 ، فاف المسألة تصبح عمى الشكؿ الآتي: [a,b]. أما إذا كانت الفترة مقيدة (∞ ,∞
       أمثمية: 

 a ≤ x ≤ bعمماً بأف: 

 لمتغير واحد.فيو يعتبر برنامجاً غير خطياً، مقيداً، 

إذا وجدت فترة صغيرة x0عند  (نسبي)حد أدنى محمي      لمدالة اليدفية  الأمثمية المحمية والشاممة:-1-1
التي تحدد فييا الدالة. فيكوف الحد الأدنى عند  xلكؿ قيـ  ،          بحيث  x0عند  مركز ذات
x0(ًنسبياً محميا)  ًوتعرؼ الحدود الأعمى المحمية والشاممة بالتماثؿ. (مطمقاً )أو شاملا 
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وحد a, x2, x4، وليا حد أدنى نسبي عند [a,b]الدالة المرسومة في الشكؿ أدناه مقيدة في المجاؿ  مثال:
 .x1, bوحد أعمى شامؿ عند aوحد أدنى شامؿ عند x1, x3, bأعمى نسبي عند

 
نظريات حول التكامل والتفاضل: -1-2  

  رة في الفترةمستم     إذا كانت[a,b]يكوف ليا أمثمية شاممة )كلا مف التعظيـ والتصغير(      فاف
 عمى ىذه الفترة؛

  قابمة لمتفاضؿ في جزء الفترة ذات المركز      ، إذا كانت   أمثمية محمية عند      إذا كانت لػ
 ؛       فاف    عند 

  فإذا كانت:   تفاضميا مرتيف في جزء الفترة ذات المركز عند  يمكف     إذا كانت ،        ،
         ،        ، أما إذا كاف   يكوف ليا حدا أعمى نسبي عند      فاف          

 .  يكوف ليا حدا أدنى نسبي عند      فاف 
طريؽ التكامؿ والتفاضمغيرمجدينظراً لكوف  قد يكوف تحديدالأمثميةعفأساليب البحث التتابعي: -1-3

الدالةاليدفيةغير معروفة حسابياً فيكوف التفاضؿ مستحيلًا أو النقط الساكنة لا يمكف الحصوؿ عمييا جبرياً، 
في ىذه الحالة نستخدـ الطرؽ العددية لتقريب مكاف المحمية الأمثمية في حدود تفاوتات مقبولة. تبدأ أساليب 

ترةمحددةيفترضأنتكونفيياالدالةاليدفية ذات نموذج أحادي، بمعنى ىذه الفترة يفترض البحثالتتابعيبف
يكوف ليا حد أدنى، أو حد أعمى ثـ تقمؿ ىذه الأساليب      أنتحتويعمىنقطةواحدة فقط عندىا 

بانتظامالفترةحولالقيمةالمثمىالمحمية،حتىتضيقالقيمةالمثمىضمنحدودمقبولة،وىذاالتقميصيتأثربالتقييـ 
 المتتابعممدالةاليدفيةعندنقاطمختارة،ثـ استخداـ خاصية النموذج الأحادي بحذؼ أجزاء مف الفترة الحالية.

إذا عرؼ حد أدنى محمي ليكوف الطرؼ  ،  ،   يفترض الشكؿ الموالي قيـ الدالة اليدفية عند النقط  مثال:
تبدأ في     ، لذلؾ فاف   فاف ىذا الحد الأدنى يجب أف يكوف إلى اليسار مف  [a,b]الوحيد في الفترة 

الزيادة حوؿ ىذه النقطة وبخاصية البرنامج الأحادي، يجب أف تستمر في الزيادة لجية اليميف منيا ومف ثـ 
 يمكف حذفو. [b,  ]جزء الفترة 
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فانو يجب أف يكوف عمى  ،[a,b]أما إذا كاف الحد الأعمى المحمي ىو الطرؼ الوحيد في الفترة      

 .[  ,a]، ويمكف حذؼ جزء الفترة  اليميف مف 

تقسـ الفترة إلى أرباع، وتقيـ الدالة اليدفية عند ثلاث نقط الداخمية عمى مسافات بحث فترة الثلاث نقط: -
 احدىمتساوية، وتحدد النقطة الداخمية التي تؤدي إلى أفضؿ قيمة لميدؼ )في حالة الاشتراؾ اختر 

حؿ محؿ النقط(، ويحؿ جزء الفترة التي مركزىا عند ىذه النقطة، والمتكونة مف ربعيف مف الفترة المحمية ي
 .الفترة المحمية

 أنظر الشكؿ الموالي: مثال:

 
يعتبر بحث فترة الثلاث نقط أكفأ طريقة بحث عمى مسافات متساوية بالنسبة إلى الوصوؿ إلى تفاوت 

 محدد مسبقاً بأقؿ عدد مف تقييمات الدواؿ، وىو أحد أسيؿ البحوث التتابعية لاستخداـ الحاسبات.

أساس أحد أكفأ Fn(.…55 ,34 ,21 ,13 ,8 ,5 ,3 ,2 ,1 ,1) =يبوناكسيمثؿ تتابع فبحث فيبوناكس: -
أساليب البحث التتابعي ويتـ الحصوؿ عمى كؿ عدد في التتابع بإضافة العدديف السابقيف باستثناء العدديف 

 .1الذيف يكوناف F0, F1الأوليف،  
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تفاوت محدد مسبقا، و   حيث    b FN ≤و  aينشأ بحث فيبوناكس بتحديد أصغر عدد فيبوناكسي يحقؽ     
[a,b]  الفترة  الأصمية كوف `= (b-a)/FN ، تقع النقطتاف الأولتاف في البحث إلى الداخؿ عددFN-1 `  وحدة

ويمكف أخذ النقط الأخرى في ، FNىو عدد فيوناكس الذي يسبؽ FN-1، حيث أف [a,b]مف نقط النياية 
وحدة مف أجدد نقطة نياية  Fj ` (j = N-2, N-3, …, 2)الحسباف واحدة بواحدة، وتوضع إلى الداخؿ عدد 

القترة الحالية، نلاحظ أنو بطريقة فيبوناكس يمكف مقدما تحديد تقييمات الدواؿ المطموبة لتحقيؽ دقة معينة، 
 الدالة الخاصية الأحادية النموذج. وأكثر مف ذلؾ ىذا العدد لا يعتمد عمى

ىبحث المتوسط الذىبي: - ⁄     √ يبني بحث فيبوناكس القريب مف الكفاءة عم          
وحدة إلى الداخؿ، مف  (b-a)(0.6180)الذييعرفبالمتوسطالذىبي وتقع النقطتاف الأولتاف لمبحث عمى مسافة 

وتؤخذ النقط المثالية التالية في الاعتبار، الواحدة تمو الأخرى، وتوضع إلى [a,b]النقط النيائية لمفترة الأولية 
 تدؿ عمى طوؿ ىذه الفترة. Liوحدة، مف أجدد نقطة نيائية لمفترة الحالية، حيث LI 0.6180الداخؿ 

 تضمف طرؽ البحث تقريب القيـ المثمى الشاممة في فترة البحث فقط، عندما تكوف الدالةالدوال المقعرة: -
اليدفية أحادية النموذج، وعممياً لا نعرؼ ما إذا كانت الدالة اليدفية أحادية النموذج في فترة محددة، وعند 

الشاممة المطموبة،ويستثنى تطبيؽ طريقة البحث في ىذه الحالة فانو ليس مف المؤكد أنيا ستكشؼ القيمة المثمى
)محددة  ϑمقعرة في الفترة      والمقعرة.تكوف الدالة البرامج التي تحتوي عمى الدواؿ اليدفية المحدبة مف ذلك

 ولكؿ𝛝في    ،   أو غير محددة(، إذا كانت النقطتاف 
                               +فان  1 ≥  ≥ 0

تكوف محدبة لذلؾ فالقيمة السالبة لمدالة المقعرة تكوف محدبة، والعكس      فإذا تحقؽ معكوسالمتباينة فاف
 صحيح 

 نظرية: 

  تفاضؿ مرتيف في      إذا كانتϑ تكوف مقعرة في      ، فاف𝛝 لكؿ قيـ  ≤      إذا كانت فقط
x في𝛝 لكؿ قيـ  ≥      ، وتكوف محدبة إذا كانت فقطx  فيϑ؛ 
  في  مقعرة    إذا كانتϑ فاف أي حد أدنى محمي في ،𝛝  يكوف حداً أدنى شاملًا في𝛝 واذا كانت ،

 .𝛝، فاف أي حد أدنى محمي يكوف حداً أعمى في 𝛝محدبة في      

 تماريف: أوجد الحدود الدنيا أو العميا حسب الحالات الآتية:

 وفي حالة تعظيـ.[0,20]ضمف المجاؿ             / 1

التي  ⁄    =x1وتنعدـ عند النقطة             الدالة متصمة ضمف المجاؿ أعلاه ودالتيا المشتقة 
 .          تمثؿ حلًا أعمى تكوف عنده 
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 أمثمية متعدد المتغيرات بدون قيود -2

  حيث أف       يأخذ الصيغة الآتية:  لأكثر مف متغيرير الخطي، غير المقيد، البرنامج غ

[              ]
 ،: ردالةغيرخطية     حيثأف ،ويكونالبحثعنالأمثمية)تعظيـ( في جميع  لأكثرمنمتغي

-بػ     . وتنطبؽ جميع النتائج عمى برامج التصغير إذا استبدلت (∞ ,∞-)المراحؿ وفي الفترة غير المقيدة 
     . 

 بحيث إف:  ىومجموعةكؿ الاتجاىات  ̂ حوؿ     كاف إذاالحدودالعظمىالمحميةوالشاممة:-2-1
    ̂      ̂        ̂ 

        ̂ 
          ̂ 

     

ومركزىا ϵىو المداخؿ والحدود لكرة متعددة الأبعاد نصؼ قطرىا  ̂حوؿ   بالتعبير باليندسة التحميمية      
  ̂        ، بحيث أف: ̂ حوؿ   إذا وجد جوار  ̂ ليا حد أعمى نسبي عند      . والدالة اليدفية ̂

ذا تحقؽ الشرط لكؿ قيمة موجبة   في ىذا الجوار   لكؿ قيـ  )ليس الميـ القيمة  ϵالذي تحدد فيو الدالة، وا 
 .̂ يكوف ليا حد أعمى شامؿ عند      نفسيا( فاف 

*  𝛁الذي تعرؼ لو  𝛁المتجيالمندرج المتجيالمتدرجومصفوفةىيسي: -2-2
  

   
 
  

   
   

  

   
+
الدالة   

لأي إزاحة  ̂ يحقؽ قيمة التدرج عند  ̂ | 𝛁الذي تعرؼ لو المشتقة الجزئية الأولى  والتعبير              
 .̂ | 𝛁ىو اتجاه المتجو      غي الاتجاىات المختمفة، واتجاه أعمى زيادة في  ̂ صغيرة مف 

              إذا كاف لدينا:  مثال:
      

   
̂ مع     [     ]  

𝛁  [

     

   
       

 

    
   

 

] 

| 𝛁حيث إف:         ̂  [

     

             

          

]  [
  

    
    

]x 

، ومصفوفة ىسي المرتبطة  [            ]تزيد الدالة بسرعة في الاتجاه    [     ]لذلؾ عند      
]                ىي ليا مشتقة جزئية ثابتة تكوف              بالدالة 

   

     
والتعريؼ  [

 . ̂ يحقؽ قيمة المصفوفة ىسي عند  ̂ |  
    لتكف مصفوفة متماثمة  [   ]  تظرية:

   |   |  ,     |
      

      
| ,   |

         

         

         

| سالبة   تكوف                 

ط سالبة نصؼ مؤكدة إذا كانت فقط   كميا سالبة، وتكوف            مؤكدة إذا كانت فق
 الباقية تكوف صفراً.  كميا سالبة، وعناصر                             
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]   لدينا:  مثال:

    

       
       

 

       
     

   

̂ |  حيث:  [  [
    
        
        

] 

 ̂ لا تكوف سالبة مؤكدة ولا حتى سالبة نصؼ مؤكدة عند   إذف               

 والتكامل:نتائج من التفاضل -2-3

  يكوف ليا حد أعمى شامؿ وحد أدنى      متصمة في منطقة محددة مغمقة فاف      إذا كانت
 شامؿ أيضا في ىذه المنطقة؛

  ذا كانت    ليا حد أدنى نسبي أو حد أعمى نسبي عند      إذا كانت توجد في بعض   𝛁وا 
 ،    | 𝛁فاف    حوؿ  ϵالجوار 

  ذا كانت   حوؿ   ليا مشتقة جزئية ثانية في الجوار      إذا كانت    |  و      | 𝛁، وا 
 .  يكوف ليا حد أعمى محمي عند      سالبة مؤكدة فاف 

فيبعضالحالاتيصعباستخدامالتكامموالتفاضممذلكنستخدمالطرقالعدديةلتقريبالحدودالعميا في حدود تفاوت      
بويؿ، بحث  –رافسوف، طريقة فمتشر  -موصؼ. والتي نذكر منيا: طريقة أقصى ميؿ صعود، طريقة نيوتف 

 ة.جيؼ، بحث النمط المعدؿ، اختبار التقريب الأوؿ. الدواؿ المحدب –نمط ىوؾ 
 أمثمية متعدد المتغيرات مع قيود-3

[              ]  إذا كاف      
تكوف الصيغة القياسية لمبرامج غير الخطية والتي تحتوي عمى   

 متساويات فيود ىي:

       تعظيـ:        

       عمماً أف:       
        

                .............. 
        

 )عدد القيود أقؿ مف عدد المتغيرات(.   عند 

وتكوف الصيغة القياسية لمبرامج غير الخطية (1-)وتتحوؿ برامج التصغير إلى برامج تعظيـ بالضرب في     
 والتي تحتوي عمى متباينات لمقيود فقط ىي:

       تعظيـ:          

       عمما أف:          
        

   .............. 
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 أو 

       تعظيـ:            

       عمما أف:           
        

     .............. 
        

    عند              

وتحؿ البرامج غير الخطية والتي ليست في الصيغة     الصيغتاف السابقتاف تكوناف متكافئتيف 
ʎ القياسية أو بتطوير طرؽ الحؿ المعطاة لمبرامج مف الصيغة القياسية.القياسية، إما بوضعيا في الصيغة 
 لحؿ البرامج نكوف دالة لاغرانج: مضروبات لاغرانج:-3-1

                             ∑        
 
ثوابت مجيولة تسمى            حيث:     

 معادلة n+mمضروبات لاغرانج. ثـ نحؿ النموذج ذو
  

   
                     

  

   
                    

رافسوف، طريقة كوف توكر –إضافة إلى طريقة مضاعؼ لاغرانج ىناؾ طرؽ أخرى كطريقة نيوتف      
 والدواؿ الجزئية، طريقة الاتجاىات الممكنة، 

            الآتي: تعظيـ:               ليكف لدينا البرنامج مثال:

  عمما أف:    
         

               

    متغيرات، وقيداف     ،                     لدينا:      
               

         
                            

 دالة لاغرانج:
  (             (  

      )                   

 ويصبح النموذج بتطبيؽ مضاعؼ لاغرانج:
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  (  

      )    

  

   
                   

جراء الحسابات نجد الحؿ الواحد:      وبعد التعويضات وا 
                                                   

متصمة وحيث أف:                                     وحيث أف المشتقات الجزئية الأولى لػ: 

  [

   

   

   

   

   

   
   

   

   

   

   

   

]  *
     
   

مف الرتبة الثانية، وبالتالي الحؿ أمثؿ وىو حد أعمى شامؿ  +

 .        وبالتالي الحد الأدنى الشامؿ عند 
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