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EXERCICEL. (4points : 1.54140.5+1) On considére la fonction réelle de deux variables f définie par

2

x
fx,y) = m
(1) Déterminer et représenter son ensemble de définition Dy. On admet que cet ensemble est ouvert. Est-il
convexe ?
(2) Représenter sur le méme dessin que la question 1 les courbes de niveau f(x,y) = 1, f(z,y) = —% et
f(x,y) = 0.

(3) Calculer le gradient de f en tout point de Dy.

(4) Ecrire le développement limité a 'ordre 1 de f au point (1,1). En déduire une valeur approchée de f
au point (0.9,1.1).

EXERCICE 2. (6points : 1.5+1.5+1.5+1.5) Soit f : R? — R la fonction ainsi définie

2
N e R R ()
0 si (z,y) =(1,0).
(1) Etude de la fonction sur R?\ {(1,0)} :
(a): montrer que f est continue sur R?\ {(1,0)}. Calculer V f pour (x,y) # (1,0).
(b): montrer que f est de classe C* sur R?\ {(1,0)} et que peut-on conclure sur la différentiabilité de
f sur R%\ {(1,0)}?
(2) Etude de la fonction en (1,0) :
(c): montrer que f est continue en (1,0). Calculer le gradient de f en (1,0);
(d): montrer que f n’est pas différentiable en (1,0). f est-elle de classe C* en (1,0)?

EXERCICE 3 (6points : 2-+2+2) Soit f: R\ {(0,0)} — R la fonction définie par

622y
flz,y) = m
a): Montrer que lim, .y 0.0y f(%,y) = 0 de deux fagons :
(z,9)—(0,0)
(1) d’apreés la définition,
(2) en utilisant les coordonnées polaires.
(b): Déterminer les extrema de la fonction g : R> — R définie par g(x,y) = y? + zy In(z).

(c): Montrer que I’équation g(z,y) = 0 définit implicitement au voisinage de e une fonction réelle de la
variable réelle y = p(z) et calculer la tangente au graphe de ¢ au point (e, —e).

EXERCICEA (4points : 1.5+1+1.5) Soit D le domaine délimité par les droites x = 0, y = = + 2 et
Yy = —2.
(1) Représenter le domaine D. Trouver les bornes d’intégration :

— Lorsqu’on intégre d’abord par rapport a x.
— Lorsqu’on intégre d’abord par rapport a y.

(2) Calculer (directement) I := [ (x — y)dzdy.

(3) Calculer I au moyen du changement de variables u =z +y et v = — y.

Bon courage a tous. Benrabah.A /R
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EXERCICEL. (4points : 1.5+140.5+1 :Solution) f est définie par f(x,y) = T oge
y—2x

(1) Le domaine de définition de f est Dy = {(z,y) € R?, y# 222},
Cet ensemble n’est pas convexe : il contient les points A(1,0) et B(—1,0) mais pas leur milieu O(0, 0).

(2) Représentation des courbes de niveaux : f(z,y) =1, f(z,y) = —% et f(z,y) =0.
Soit (z,y) € D¢. On a (z,y) € C1, fl(x,y) = 1, 22 =y — 222 & y = 322, Alors C; est donc la
courbe d’équation y = 322 privée du point (0,0).
Ona (z,y) € C_ip & yf% = —% <y = 0. Alors C_; /5 est donc I'axe des abscisses privé du point
0,0).
E)n fi (r,y) € Cp & 2% = 0 < 2 = 0. Donc Cj est donc P'axe des ordonnées privé du point (0, 0).

(3) On a, pour tout (z,y) € Dy

([ Of(z,y) Of(z,y)\ _ 2xy z?
Vi) = < dr 7 9y ) \(y—202)?" (y—22?)?
(4) Ona f(1,1) = —-1et Vf(1,1) = (2,—1). D’ou le développement limité a 'ordre 1 de f en (1,1):
af(1,1 af(1,1
f(x7y) = f(1,1)+féx)(l’—l)—f-f(ay)(y—l)-i-?f(x—l,y—l) = —1+2(1’—1)—(y—1)+5($—17y—1),
avec (z — 1,y — 1)(z,y)—(1,1) — 0.
En négligeant le terme de reste, on obtient ’approximation

£(0.9,1.1) ~ —142(0.9—1) — (1.1 —1) = —1.3.

EXERCICE?2. (6points : 1.5+1.5+1.5+1.5 :Solution) Soit f : R? — R la fonction ainsi définie

(x—1)y*>
f($>y) = m St (x,y) 7é (170)a

0 s () =0,0)
(1) Etude de la fonction sur R?\ {(1,0)} :

(a): f est continue sur R?\ {(1,0)} car quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’an-
nule pas. Le gradient de f pour (z,y) € R?\ {(1,0)} est le vecteur de composantes

9 z—1)2 —¢? 2(x —1)3
Vi(r,y) = (@cf(l’,y) =-y ((Ep_l))g_i_yg)g’ Oy f(z,y) = ((xil)g_i)_;ig)g)

(b): f est continue et dérivable sur R?\ {(1,0)}, ses dérivées partielles sont continues sur R?\ {(1,0)}
car quotients de fonctions continues dont les dénominateurs ne s’annulent pas. Alors f est de classe
CH(R?\ {(1,0)}). Comme f est de classe C*(R?\ {(1,0)}) alors f est différentiable sur R?\ {(1,0)}

(2) Etude de la fonction en (1,0) :

(c): Pour que f soit continue en (1,0) il faut que lim, ,y—(1,0) f(z,y) = f(1,0). Passons en coordon-
nées polaires : © = 1 +rcos(f), y =0+ rsin(f),



f(r.0) = f(x(r,0),y(r,0)) = rcos(8) sin?(6).

Comme

[f(r,0)] = |f (2(r,0),y(r, )| = |rcos(8) sin*(8)] <7 —,50 0,
alors lim, ) (1,0) f(2,%) = 0 donc f est continue en (1,0). Le gradient de f en (1,0) est le vecteur
de composantes

f(0,y) = £(1,0)

(d): Pour prouver que f n’est pas différentiable en (1,0) il faut montrer que
1 f(xvy) — f(la 0) B 8xf(]-7 0)(LE — 1) _ ayf(la 0)(y B O)
im #0.
(x,y)—(1,0) V(e =12+ (y — 0)2
Notons
_ f(xay)_f(170)_aw.f(lvo)(x_1)_8yf(170)(y_0) _ (x—l)yQ
h(mvy) - - 2 2\3/2 "
Vi(z =12+ (y - 0)? ((z = 1)2 +y2)3/

comme h(z,x — 1) = 23% # 0, alors f n’est pas différentiable en (1,0). Comme f n’est pas

différentiable en (1,0), elle n’est pas de classe C* en (1,0).

EXERCICE 3 (6points : 2-+2+2 :Solution) Soit f : R?\(0,0) — R la fonction définie par
622y
f(z,y) = 2+ g2
(a): Montrer que lim(, 0,0y f(2,y) = 0 de deux fagons :
(1) Soit € > 0. Il faut trouver ¢ > 0, tel que
6 2
’\/9:2+ 270’ <46 = 2x y2
x4 +y

O‘<e.

Comme on a
6%y
x2 4 2
il suffit de choisir 6 = ¢/6.
(2) Posons x = rcos(f) et y = rsin(d). On obtient
622y

I S 2(0) sin(6)).
(:L’,y)l—)nl((),o) 22 + 42 r—s0ct v9(6r cos™(0) sin(6))

x2+y22x2:>

622y
s xz‘ - 6ly| <622 +y* V(z,y) # (0,0),

Or, 0 < |67 cos?(0) sin(6)| < 6r,—,o — 0, donc lim(, 4)—(0,0) f (2, y) = 0.
(b): Déterminer les extrema de la fonction g : R? — R définie par g(z,y) = y* + 2y In(z).
g est de classe C* dans son domaine de définition, l'ouvert D = {(z,y) € R? x>0} .
On a Vg(z,y) = (yIn(z) + y, 2y + zIn(z))" = (0,0)*, ce qui équivlent a dire

yln(x) +y=0 (z,y) = (1,0) ou
—
2+ ln(z) = 0 (2,9) = (1/e,1/(26)).
Nature des points critiques
2y
detHess,(v,y) = 0zag(,9)Dyyg(z,y) — (Oryg(w,y))* = — -+ In())*.
Comme detHessg(1,0) = —1 < 0, le point (1,0) est un point-selle; comme detHessg(1/e,1/(2¢)) =
1>0et Oyrg(l/e,1/(2e)) =1/2 >0, le point (1/e,1/(2¢)) est un minimum local.
(c): Montrer que I’équation g(z,y) = 0 définit implicitement au voisinage de e une fonction réelle de la
variable réelle yp(x) et calculer la tangente au graphe de ¢ au point (e, —e).



On note que (e, —e) est une solution de 1'équation g(z,y) = 0. On a

Vg(z,y) = (yIn(z) + y, 2y + x In(x)).

Puisque d,g(e, —e) = —e # 0 il existe une et une seule fonction y = ¢(z) définie au voisinage de e tel
que g(z, p(x)) = 0.
Equation de la droite tangente On a ¢'(e) = —% = —‘f: = —2, donc I’équation de la

droite tangente A penx =eest y+e=—-2(x—e) S y+2x—e=0.

EXERCICE 4 (Solution :4points) Soit D le domaine délimité par les droites t =0, y =x+2 et y = —x.

(1) Représenter le domaine D.

Trouver les bornes d’intégration :

— Par rapport a z : lorsque y varie de 0 — 1 x varie de —y — 0 et lorsque y variede 1 — 2 x
varie de y — 2 — 0.

— Par rapport a y : variation de x de —1 — 0 et variation de y de —z — = + 2

(2) Calcul de I
e

r
0 2
[l g)eve

I:/D(x—y)d:cdy =

I
C =

I
—

= / (2z2+4z+2)dx

|~

(3) Calculer I au moyen du changement de variables u =x +yetv =z —y:
On obtient z = “F¥ et y = “5%, puis

2
oz, y)|
deta(u,m’ - ‘det (

Siz=0,alorsu+v=0=v=—u,
Siy=—z=>u=0,ety=ac+2=v=-2¢t f(z,y) =2z —y =v.
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