TD - Les intégrales impropres - Correction

On précise dans tous les exercices que la fonction est continue sur I'intervalle puis on précise ou
elle est impropre.

On n’oublie pas également de préciser son signe notamment lorsqu’on utilise les critéres pour
déterminer sa nature.

Exercice 1

Etudions la nature des intégrales impropres suivantes et calculons leur valeur dans le cas ou elles
convergent.
t

n=/ ;‘” ()i avee (1) =

f est continue sur R. I; est doublement impropre en —oo et en +oo.

. +o00
e Etudions / f(t)dt.
0

Soit z = 0.
* _ 1 2\-11%
/Of(t)dt_—g[(lﬂ) K
1 1
2 14 a2
Or, li (1 ! )—1d /+Oof(t)dt t vaut »
r, m_1}51_100 9 1+:L'2 = B onc 0 converge et vau 2
. 0
e Etudions / f(t)dt.
Soit z < 0.
0 1 9\ 110
/xf(t)dt——i[(l—l—t) |
_ 11
2 1422

1 1 1 0 1
Or, ml_i)l_noo (—2 + = x2) =3 donc /_oo f(t)dt converge et vaut —3

Ainsi, I; converge et vaut 0.

400 9
I = / te " dt
0
—+00
I = / f()dt avec f(t) =te ™.
0

f est continue sur R*. I, est impropre en +oo.

Soit = > 0,
1
te ' dt = {— } =2 4 2.
zggloo —Ee’wz + 33 donc 12 converge et [, =
I —/1 2t
Pt

I3 est impropre en —oo et Vo < —1,/ Tdt = [-2Int]];" = —2In(—z).
lim (—2In(—x)) = —oco donc I3 diveafge.

T—r—00

+oo
[4 = / 67‘t|dt

La fonction t — el est continue et paire sur R.

+o0
Il suffit d’étudier / ey,
0
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Soit x > 0,/ e Mdt = / eldt=1—¢e%.
0 0
lim (1—e)=1.
T—r+00
Ainsi, I, converge et Iy = 2.
2

b= [
> 1 Vt—1

Cette intégrale est impropre en 1.

21 2
Soit >1,/ — g=Dvici =2-2yz 1.
oit = v { ]m x
lirq(Q —2v/x — 1) = 2 donc I5 converge et I5 = 2.
Tr—r

Lln(t
[ A O

0
Cette intégrale est impropre en 0.

Soit x > 0, /11 /01 lnt(t)dt = [an(;))jl = ;(—ln(iv)).

lig(l)(— In(x)) = —oo donc I diverge.

Exercice 2

Etudions la nature des intégrales impropres suivantes et calculons leur valeur dans le cas ou elles
convergent :

1
I = / tIn(t)dt
0
Cette intégrale est impropre en 0.
1
Soit z €]0; 1]. Déterminons [ tIn(¢)dt.

W) =1t o(t) = In(t)
Soient 12 1

ut) =5 ()=

t
u et v sont de classe C' sur [z;1] donc par IPP, on a :
1

12 1
/tmcﬁ bxmml— 5 Xt

.’13'2
=g [ ]
1
——+Z

2 4

xT

1
lim z° In(x) = 0 par CC donc I; converge et [; = ~1

z—0
+00
12::/‘ e~ dt
0
Cette intégrale est impropre en +o0.

Soit z > 0. Déterminons / e dt.
0

() =te ™ w(t) =12
u(t) = —;e_tQ V(1) = 2t

u et v sont de classe C' sur [0; z] donc par IPP, on a :

T z ]
‘/t3_ﬁﬁ [—etxtQ —/‘—?TQXQMt
0 0

1'2 1 2

=g 3¢ T

Soient
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lir% 2% In(z) = 0 par CC donc I; converge et [} =
r—r

+00
]3 = / t€_2tdt

—00
Cette intégrale est doublement impropre en —oo et en +o0.

. +00
e Ktudions la nature de / te=2tdt.
0

X
Soit = > 0. Déterminons / te 2 dt.

Soiont u'(t) = (i—% v(t) =t
olen u(t) _ _56_% ( ) 1

u et v sont de classe C! sur [0; x] donc par IPP, on a :

@ 1
/ te ?tdt = [—e / ——e 2t
0 2

1 —2z
-0 4(6 D
+00 9 +00 9 1
Ainsi, / te?!dt converge et / te ?tdt = 1
0 0

) 0
e Ktudions la nature de / te 2t dt.

— 00
0
Soit z < 0. Déterminons / te 4 dt.

X
D’apres l’étude précédente, on a :

/ te 2tdt = —e ™" *(6_2I —1).
4
0
EI_H e %" = 400 donc / te”*'dt diverge.

Ainsi, I3 diverge.

Exercice 3

Etudions la nature des intégrales impropres suivantes et calculons leur valeur dans le cas ou elles

convergent en utilisant le changement de variables proposé :
—1/t

Le
h:/ dt  (u=1/t)
0o t?
I; est impropre en 0.
Soit = €]0;1].

1 efl/t

t2

dt.

Déterminons /

T

e Sit varie de x a 1, alors u varie de 1/x a 1
e u=1/t=t=1/u
o dt = —1/u?du

u — 1/u est de classe C* sur [1;1/z] donc le changement de variable est licite et on a :

1 ,—1/t 1 —u
/ ¢ = £« ( )du
12 1/z 1/u? u?

/l/x

_ 1/x+61
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lim e /* = lim ¥ =0 donc I, converge et I; = e~ L.
z—0* X——o0
192 1
I, = u=1-—1t
2 \/1T ( )
15 est 1mpropre en 1.
Soit x € [0; 1].
» 212 4+ 1
Déterminons / + dt.
0 1—-1

e Sitvariede 0 a x, alors u variede 1 a 1 — x
e u=1—t=t=1—u
o dt = —du

u — 1 — u est de classe C' sur [1 — ;1] donc le changement de variable est licite et on a :

X du

2 4+1 /1—m2((1—u)2+1
Vi—t Vu
1 2u? —4u+3
1-z \/ﬂ

1 3
= 23 — 4u? + = _du

1—x \/ﬂ

450 8 5 !

11—z
62 4 8
== Vi—-z2(-(1—-2)*--(1- 6>
15 $(5( o gl
P 62
On en déduit que I5 converge et I, = 5

Exercice 4

too —t2 \/_
On admet que / e dt = . A Taide du CHV u = /¢, montrons la convergence et calculons
0

+o00 e*tdt
b

L’intégrale est doublement impropre en 0 et en 4o00.
, +oo e~
e Etudions — dt
NG
Si t varie de 1 & z, alors u varie de 1 a /.
U = \/¥ =t =u?
dt = 2udu

u — u? est de classe C! sur [1;/z] donc le changement de variable est licite et on a :

z 6_u2 Ve 2
/—d—/ 2udu:2/ e " du.
U 1

“+o00

“+o0o
42 2
D’apres 'énoncé, / e " dt converge donc / e du converge.
1

0
. 1et
e Ktudions / —_dt
0 i

Soit x €]0; 1].
En utilisant le méme changement de variable, on a

1 1
/ e dt = 2/ e du.
x NE
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1ot 1
2 , . . (& 2
u — e~ est définie et continue sur [0; 1] donc / —_dt converge vers 2 [ e du.
0 0

NG

dt converge et vaut 2 / e dt = Nz

-‘rOOet

0 \/_
Apres avoir montré la convergence (mais seulement apres), on peut aussi conclure en utilisant le
—t z o—t
e

+oo e
fait que / — dt lim dt .

T——+00 1/x \/t

Utilisons les critéres de convergence ou divergence pour étudier la nature (on ne demande pas le
calcul) des intégrales suivantes :

+o00 1
. 11:/1 1n<1—|—t2>dt

fi:t—1In (1 + t%) est continue et positive sur [1; +ool.

On en déduit ainsi que

Cn(1+F) (14 X)
Jim = e S
$2
1
done 10), ., -

+oo ]
Or, l'intégrale de Riemann / t—th converge donc il en est de méme pour I;.
1

I +o0 tz J

= ——dt

- /1 1+ ¢t
2

fo:t— T est continue et positive sur [1; +o0].

12 2 12 1
1+ ¢4 t—Foo 4 1€ 1+ t4 ttoo 12
+oo ]

Or, l'intégrale de Riemann / t—dt converge donc il en est de méme pour Is.
1

+oo 1

2 \/_ln( )dt

fa:t— \[1 @ est continue et positive sur [2; 400.

.[3:

1
1
+o0 1
Or, l'intégrale de Riemann / Edt diverge donc, par comparaison, il en est de méme pour
2
1.
1 t3/2
[ ] I4 =

\/1 - 1

fa:t— \71472: est continue et positive sur ]0; 1].

lim /2 x e li r li X

11 =l V= Il .

=0 VI+t2 -1 t=20/142 -1 X=014+X -1
. VI+X -1

Or, lim ————

X—0

en 0 i.e le nombre dérivé de cette fonction en 0.
T 1/2 .
Ainsi, 11_1}% 2t7% x f(t) = 1 donc f(t )

= — car c’est la limite du taux de variation de la fonction z — 1 + =z

—0 2¢1/2°

11
Or, l'intégrale de Riemann / mdt converge donc il en est de méme pour Iy.
0
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1 t
015:/ Ldt

0 In(1+t?)
fs:t— ﬁ est continue et positive sur |0; 1].
I e - x-S0y e
E |
Or, l'intégrale de Riemann / t37dt diverge donc il en est de méme pour I5.
0
21
Is= | ——dt
* T ()

fo:t— ﬁ est continue et positive sur ]1;2].
Cette intégrale est impropre en 1.

Effectuons tout d’abord un changement de variable pour nous ramener a une intégrale im-
propre en 0.

Soit u =1t — 1, du = dt.
t —t—1est C sur [z;2] pour tout = €]1;2] et on a :

2 1 ; 1 1 ;
— dt=| ——dt.
/x In(t) /3:—1 In(u+1)

2 1 1 1
Ainsi, /1 mdt converge ssi /0 mdu converge.
1
Or, lim u x =1 donc
u—0 In(1 + u)
1 1

In(1+ u) W0y
11
Or, l'intégrale de Riemann / —du diverge donc il en est de méme pour Ig.
0 U
Ln(t) + 3
o [, = / ﬁdt
0

Vit
In(t) + 3

—

Considérons alors f7 :t —

t— est négative sur ]0;e~3].

() +3

Vit

L 3/4 i (41/2 3/4y _
lim #°/% f2(t) = %glg(lf In(t) 4+ 3t7%) = 0.

o 1
Ainsi, f7(t) 00 (753/4)

; elle sera positive sur ]0; e 3.

e 3 1
Or, l'intégrale de Riemann / mdt converge donc il en est de méme pour /.
0

+o0 1

—dt

Vvi—1

fs:t— th_—l est continue et positive sur [2; +o0l.
1 1

V=1 t-too 1172

+oo 1
Or, l'intégrale de Riemann / mdt diverge donc il en est de méme pour Ig.
1

1 1
I:/ dt
* 0 Vt+t

1
fo : t = ——— est continue et positive sur |0; 1].

Vi+t

.]8:
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1 1
I+t 150 /1
1

En effet, lim ——— Vi =lim——— =

t—0 \/_ t+1 t—0 1 4+ \/E

1
Or, l'intégrale de Riemann / YE ——dt converge donc il en est de méme pour Iy.
0
1 1 1

ATTENTION : ——— ~ —_ alors que

\/E_i_ttﬁo\/t \/¥+tt—>:oo?

Exercice 6

+o00
Pour n € N, on pose [, = / the~tdt.
0

1.

En utilisant le critere de négligeabilité, montrons que cette intégrale converge quel que soit
n € N.

Soit n € N, f,, : t — t"e™" est continue et positive sur [0; +o0.

I,, est impropre en +o0.

lim #* x f,(t) = 0 par CC.

t——+o0

AmSI fn( ) tﬁ:roo <t12)

+oo 1 +oo
Or, l'intégrale de Riemann / t—dt converge donc il en est de méme pour / t"e"tdt et
1 1

+oo
par suite, pour / t"e tdt.
0

. Calculons Ij.

Iy = /0+oo e tdt = lim_ [—e*t]z — 1.

. Trouvons une relation de récurrence entre 1,1 et I,,.

Soit x > 0.
Soient u/(t) = e~ et v(t) = t" L.
u(t) = —etet V'(t) = (n+ 1)t"

u et v sont de classe C! sur [0; z] donc par IPP, on a :

/t"e‘tdt:[—e xt”+1 / —e ' X (n+ 1)t"dt i.e
0

T xn-ﬁ-l
/ thetdt = — +(n+1)/ et x t"dt.
0 et 0
n+1

Comme lim = 0 par CC et d’apres la convergence de I,,, on en déduit que :

z—+oo ¥
I =(n+ 1)L,
Déduisons-en la valeur de I,,.
On conjecture et on démontre par récurrence que Vn € N, I,, = n!.

. A T'aide d’un changement de variables, montrons la convergence et calculons l'intégrale

+o0
/ u"e " du.

Coette intégrale est impropre en +oc.

Soit x > 0.

Considérons le CHV suivant : t = 2u.
Lorsque u varie de 0 a z, t varie de 0 a 2.
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1
t=2u=u= -t
u Uu 9
1
du = =dt.
2

1
t— it est de classe C* sur [0; 2] donc le changement de variable est licite et :

* n_—2u 2 n 7t1 1 2 n_ —t
/Oue du:/o (t/2)"e §dt:2n+1/0 t"e"dt.

n!

“+o0o
Comme [,, est une intégrale convergente, / u"e~ 2 du converge et vaut T
0

Exercice 7

xT

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = (1—|‘—€el‘)2'
1. Etudions la parité de la fonction f.
e _ e x e®

Ainsi, f est paire.
+oo
2. Donnons une primitive de f sur R, puis montrons la convergence de f(t)dt et calculons
0

sa valeur.
L’intégrale est impropre en +oc.
Soit z > 0.

/Oxf(t)dtzlwrz L L

1 |, l+e 2

1
On en déduit que l'intégrale converge et vaut 7

+o00
3. Déduisons-en la convergence et la valeur de / f(t)dt.

+00 +oo
f est paire et / f(t)dt converge, donc / f(t)dt converge et vaut 1.
0

—00

+oo
4. Montrons la convergence de / tf(t)dt et déduisons-en la convergence et la valeur de
0

/ L.

+oo
/ tf(t)dt est impropre en +oo.
0

t — tf(t) est continue et positive sur [0; +oo.

t3
. 2 _ . _
i 110 = M
o 1
Ainsi, tf(t) LT (252)

+oo0 ] +o0
Or, l'intégrale de Riemann / t—2dt converge donc il en est de méme pour / tf(t)dt et
1 1

+oo
par suite, pour / tf(t)dt.
0

+00 +o0
t — tf(t) est impaire et comme / tf(t)dt converge, on en déduit que / tf(t)dt converge
0 —o0

et vaut 0.
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Exercice 8

e e L too ¢ —1
On considere I'intégrale /
0

dt.
t3+1
1. Montrons que cette intégrale converge.

oot —1
Montrons que / 71dt converge.

1 3+
t — ——— est continue et positive sur 1; +o0].
3 +1 P [ [
t—1 1
De phlS, m tﬁ:oo t72

+oo
Or, l'intégrale de Riemann / t—th converge donc il en est de méme pour /
1 1

oot —1

341
2. Trouvons trois réels a, b et ¢ tels que

t—1 at +b c
Vit > 0, =
341 ﬁ—t+1+t+1

par suite, pour / dt.
0

too t—1
——dtet
34+ 1

, puis déduisons-en la valeur de cette intégrale.

En réduisant le second membre au méme dénominateur puis en procédant par identification,

2b 1 . 2
ona:a=—,b=——ctc=—-.
3’ 3 3
Soit z > 0.

z ¢ —1
Déterminons / dt.

o 3+1
z ¢t —1 1 2 2t—1 2 [z
/4——t:f R e —7)
o t3+1 3Jo t2—t+1 3Jo t+1
Alinsi,

v t—1 1 9 z 2 -
1 2
:§ln(q;2—:c—i—1)—§ln(:v+1)
1 22 —x+1
=-In{————
3 2+ 2r+1
1l 1—1/z+1/2?
—1In
3 1+2/x+1/x?
X o 1. o t—1
En passant a la limite en +o00, on en déduit que / ——dt = 0.
o t3+1

Voir DM.

+oo T
On admet que / e dt converge et vaut \/2_
0

+o0o
1. A Taide d’un changement de variable adéquat, déduisons-en que /
0

précisons sa valeur.
Soit x > 0.

X
Déterminons / e 124t
0

Soit u = —.

V2

_2
e~ zdt converge et
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. Y . N w
e Lorsque t varie de 0 a x, u varie de 0 a —
t

V2
u:\—/§:>t:\/§u
o dt =+/2du

T
u — 2u est C* sur lO; — ] donc le changement de variable est licite et on a :

V2
x V2
/ e’tQ/th:/ e’“Qﬁdu.
0 0

+oo 2 +o0 +2 T
On sait que / e " dt converge donc / e~ zdt et vaut ,/5.
0 0

400 2
2. Concluons que / e~ 2 dt converge et précisons sa valeur.
—00
t

2 +oo 2 +o00 +2
t — e~ 7 est paire et / e~ 2 dt converge donc / e~ 2 dt converge et vaut /2m.
0

Voir DM.

+o0
Pour z > 0, on note I'(z) = / t"te~tdt.
0

1. Vérifions que pour x > 0, cette intégrale est bien convergente. La fonction I' (lire gamma
(majuscule)) est bien définie.

Soit x > 0.
“+o00

/ t*te~tdt est impropre en +oo.
0

t2 x t*7le7t = t¥Fle~t et a pour limite 0 en 400 par croissance comparée

1
donc t*~le™t =0 < >

S0\
.y . oo ] . . +o0 1
Or, l'intégrale de Riemann / t—th converge donc il en est de méme pour / " e dt.
1 1
Siz > 1, alors t — t* e~ est définie et continue sur RT donc I'(z) existe.

+oo
Siz <1, alors / t*le7'dt est également impropre en 0.
0

Or, t* et ~ .
t—0 tl—z

U |
Or, l'intégrale de Riemann / ——dt converge ssi 1 —x < 1iex > 0.
0

i
Ainsi, pour z > 0, I'(z) est conifergente.
2. Montrons que Yz > 0, I'(x + 1) = 2I'(z).
On réalise une intégration par parties ce qui permet d’obtenir le résultat.
3. Déduisons-en que ¥n € N*, I'(n) = (n — 1)L
On détermine tout d’abord I'(1) qui vaut 1 puis on démontre la formule par récurrence.

+oo
4. On admet que / e dt = \/2%
0

1
A Taide du changement de variable ¢ = u?, on obtient T <2) = /7.

5. On en déduit la valeur de T'(1).

)=3x 3 iry =7

F(222 8

N~




