
Fiche exercices (avec corrigés) - Equations différentielles

Exercice 1

Donner l’ensemble des solutions des équations différentielles suivantes :
1. y′(x)− 4 y(x) = 3 pour x ∈ R

2. y′(x) + y(x) = 2 ex pour x ∈ R

3. y′(x)− tan(x) y(x) = sin(x) pour x ∈]− π

2
,
π

2
[

4. y′(x) =
y(x)

x
+ x pour x ∈ R

∗

+

5. (x2 + 1) y′(x) + x y(x) = 0 pour x ∈ R

Réponse :

1. L’équation est y′(x)− 4 y(x) = 3 : a(x) = −4 et f(x) = 3 .

a) L’équation homogène est y′(x)− 4 y(x) = 0.
Ici a(x) = −4 donc une primitive est A(x) = −4 x.
La solution générale de l’équation homogène est y(x) = C e−A(x) = C e4 x.

b) Une solution particulière vérifie y′0(x)− 4 y0(x) = 3.

Cette solution s’écrit y0(x) = g(x) e−A(x) avec g(x) primitive de f(x) eA(x) = 3
e−4x

⇒ g(x) = −3

4
e−4x ⇒ y0(x) = −3

4
e−4 x e4 x = −3

4

c) La solution générale est y(x) = Ce4x − 3

4

2. L’équation est y′(x) + y(x) = 2 ex : a(x) = 1 et f(x) = 2 ex .

a) L’équation homogène est y′(x) + y(x) = 0.
Ici a(x) = 1 donc une primitive est A(x) = x.
La solution générale de l’équation homogène est y(x) = C e−A(x) = C e−x.

b) Une solution particulière vérifie y′0(x) + y0(x) = 2 ex.

Cette solution s’écrit y0(x) = g(x) e−A(x) avec g(x) primitive de f(x) eA(x) = 2 ex ex = 2
e2x

⇒ g(x) = e2 x ⇒ y0(x) = e2 x e−x = ex

c) La solution générale est y(x) = Ce−x + ex

3. L’équation est y′(x)− tan(x) y(x) = sin(x).

a) L’´equation homog`ene est y′(x) − tan(x) y(x) = 0 : a(x) = − tan(x) et f(x) = sin(x) .
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Ici a(x) = − tan(x) = − sin(x)

cos(x)
donc une primitive est A(x) = ln | cos(x)| = ln(cos(x)) car on

est sur l’intervalle ]− π/2, π/2[ et donc cos(x) > 0.
La solution générale de l’équation homogène est

y(x) = Ce−A(x) = Ce− ln(cos(x)) =
C

eln(cos(x))
=

C

cos(x)

b) Une solution particulière vérifie y′0(x)− tan(x)y0(x) = sin(x).
Cette solution s’écrit y0(x) = g(x)e−A(x) avec
g(x) primitive de sin(x)eA(x) = sin(x) cos(x)

⇒ g(x) =
1

2
sin2(x) ⇒ y0(x) =

g(x)

cos(x)
=

sin2(x)

2 cos(x)

c) La solution générale est y(x) =
C

cos(x)
+

sin2(x)

2 cos(x)
=

sin2(x) + C1

2 cos(x)

4. L’équation est y′(x)− y(x)

x
= x : a(x) = − 1

x
et f(x) = x .

a) L’équation homogène est y′(x)− y(x)

x
= 0.

Ici a(x) = −1

x
donc une primitive est A(x) = − ln |x| = − ln(x) car on est sur l’intervalle

]0,+∞[ .
La solution générale de l’équation homogène est

y(x) = C e−A(x) = C eln(x) = C x

b) Une solution particulière vérifie y′0(x)−
y0(x)

x
= x.

Cette solution s’écrit y0(x) = g(x)e−A(x) avec g(x) primitive de xeA(x) =
x

x
= 1

⇒ g(x) = x ⇒ y0(x) = x eln(x) = xx = x2

c) La solution générale est y(x) = C x+ x2

5. L’équation est y′(x)− x

x2 + 1
y(x) = 0 qui est une équation homogène.

Ici a(x) = − x

x2 + 1
donc une primitive est A(x) = −1

2
ln(x2 + 1) .

La solution générale de l’équation (homogène) est

y(x) = C e−A(x) = C e
1

2
ln(x2+1) = C (x2 + 1)

1

2 = C
√
x2 + 1

Exercice 2

Résoudre les problèmes de Cauchy suivants :
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1. y′(x)− 2 y(x) = 4 , y(0) = 0 , x ∈ R

2. y′(x) =
y(x) + 1

x
, y(1) = 0 , x > 0

3. y′(x)− 2 y(x) = 2 x , y(0) =
1

4
, x ∈ R

4. x2y′(x)− (2x− 1)y(x) = x2 , y(1) = 1 , x > 0

5. (x+ 1)y′(x)− xy(x) + 1 = 0 , y(0) = 2 , x > −1

Réponse :

1. L’équation est y′(x)− 2 y(x) = 1 : a(x) = −2 et f(x) = 4 .

a) L’équation homogène est y′(x)− 2 y(x) = 0.
Ici a(x) = −2 donc une primitive est A(x) = −2 x .
La solution générale de l’équation homogène est

y(x) = C e−A(x) = C e2 x

b) Une solution particulière vérifie y′0(x)− 2 y0(x) = 1.
Cette solution s’écrit y0(x) = g(x)e−A(x) avec g(x) primitive de f(x)eA(x) = 4 e−2x

⇒ g(x) = −2 e−2x

⇒ y0(x) = −2 e−2x e2 x = −2

c) La solution générale est y(x) = C e2x − 2

d) y(0) = 0 ⇐⇒ C − 2 = 0 ⇐⇒ C = 2.

La solution est donc y(x) = 2 e2x − 2

2. L’équation est y′(x)− y(x)

x
=

1

x
: a(x) = −1

x
et f(x) =

1

x
.

a) L’équation homogène est y′(x)− y(x)

x
= 0.

Ici a(x) = −1

x
donc une primitive est A(x) = − ln |x| = − ln(x) car on est sur l’intervalle

]0,+∞[ .
La solution générale de l’équation homogène est

y(x) = C e−A(x) = C eln(x) = C x

b) Une solution particulière vérifie y′0(x)−
y0(x)

x
=

1

x
.

Cette solution s’écrit y0(x) = g(x) e−A(x) avec g(x) primitive de f(x) eA(x) =
1

x

1

x
=

1

x2

⇒ g(x) = −1

x

⇒ y0(x) = −1

x
x = −1
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c) La solution générale est y(x) = C x− 1

d) y(1) = 0 ⇐⇒ C − 1 = 0 ⇐⇒ C = 1.

La solution est donc y(x) = x− 1

3. L’équation est y′(x)− 2 y(x) = 2 x : a(x) = −2 et f(x) = 2 x .

a) L’équation homogène est y′(x)− 2 y(x) = 0.
Ici a(x) = −2 donc une primitive est A(x) = −2x .
La solution générale de l’équation homogène est

y(x) = C e−A(x) = C e2x

b) Une solution particulière vérifie y′0(x)− 2 y0(x) = 2 x.
Cette solution s’écrit y0(x) = g(x) e−A(x) avec g(x) primitive de f(x) eA(x) = 2 x e−2x

⇒ g(x) =

∫ x

c

2 t e−2t dt

Posons u(t) = t, v′(t) = 2e−2t ⇒ u′(t) = 1, v(t) = −e−2t :

g(x) =
[
−t e−2t

]x

c
+

∫ x

c

e−2t dt =

[

−t e−2t − 1

2
e−2t

]x

c

= −x e−2x − 1

2
e−2x = −2x+ 1

2
e−2x

⇒ y0(x) = −2x+ 1

2
e−2xe2x = −2x+ 1

2

c) La solution générale est y(x) = Ce2x − 2x+ 1

2

d) y(0) =
1

4
⇐⇒ C − 1

2
=

1

4
⇐⇒ C =

3

4
.

La solution est donc y(x) =
3

4
e2x − 2x+ 1

2

4. L’équation est y′(x)− 2x− 1

x2
y(x) = 1 : a(x) = −2x−1

x2 et f(x) = 1 .

a) L’équation homogène est y′(x)− 2x− 1

x2
y(x) = 0.

Ici a(x) = −2x− 1

x2
= −2

x
+

1

x2
donc une primitive est A(x) = −2 ln |x| − 1

x
= −2 ln(x) − 1

x

car x > 0 .
La solution générale de l’équation homogène est

y(x) = C e−A(x) = C e2 ln(x)+1/x = C x2 e1/x

b) Une solution particulière vérifie y′0(x)−
2x− 1

x2
y0(x) = 1.

Cette solution s’écrit y0(x) = g(x)e−A(x) avec g(x) primitive de f(x) eA(x) = 1
x2 e

−1/x.
g(x) est de la forme u′(x)eu(x) avec u(x) = −1/x :

⇒ g(x) = eu(x) = e−1/x ⇒ y0(x) = e−1/x x2 e1/x = x2
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c) La solution générale est y(x) = C x2 e1/x + x2

d) y(1) = 1 ⇐⇒ C e+ 1 = 1 ⇐⇒ C = 0.

La solution est donc y(x) = x2

5. L’équation est y′(x)− x

x+ 1
y(x) = − 1

x+ 1
: a(x) = − x

x+ 1
et f(x) = − 1

x+ 1
.

a) L’équation homogène est y′(x)− x

x+ 1
y(x) = 0 .

Ici a(x) = − x

x+ 1
=

1

x+ 1
− 1 donc une primitive est A(x) = ln |x+ 1| − x = ln(x+ 1)− x .

La solution générale de l’équation homogène est

y(x) = Ce−A(x) = Ce− ln(x+1)+x = C
ex

x+ 1

b) Une solution particulière vérifie y′0(x)−
x

x+ 1
y0(x) = − 1

x+ 1
.

Cette solution s’écrit y0(x) = g(x)e−A(x)

avec g(x) primitive de − 1

x+ 1
eA(x) = −(x+ 1)e−x

x+ 1
= −e−x.

⇒ g(x) = e−x ⇒ y0(x) = e−x ex

x+ 1
=

1

x+ 1

c) La solution générale est y(x) = C
ex

x+ 1
+

1

x+ 1
=

Cex + 1

x+ 1

d) y(0) = 2 ⇐⇒ C + 1 = 2 ⇐⇒ C = 1.

La solution est donc y(x) =
ex + 1

x+ 1

Exercice 3

Soit λ un réel non nul, on s’intéresse aux solutions de l’équation différentielle

y′(x)− λy(x) = f(x)

avec f(x) une fonction particulière.
Déterminer l’expression de la solution générale lorsque :

1. f(x) = a avec a ∈ R
∗

2. f(x) = αeωx avec α ∈ R
∗ et ω ∈ R

∗

3. f(x) = ax2 + bx+ c avec a ∈ R
∗, b ∈ R et c ∈ R

(indication : chercher la solution particulière sous la forme y0(x) = αx2 + βx+ γ)

Réponse :
a) La solution de l’équation homogène y′(x)− λy(x) = 0 est

y(x) = Ceλx

car a(x) = −λ ⇒ A(x) = −λx ⇒ e−A(x) = eλx

b) Solution particulière de y′0(x)− λy0(x) = f(x) :
y0(x) = g(x)e−A(x) = g(x)eλx avec g(x) primitive de f(x)eA(x) = f(x)e−λx
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1. f(x) = a : g(x) primitive de ae−λx

g(x) = −a

λ
e−λx ⇒ y0(x) = −a

λ
e−λxeλx = −a

λ

2. f(x) = αeωx : g(x) primitive de αe(ω−λ)x

— si ω = λ, g(x) primitive de α :

g(x) = αx ⇒ y0(x) = αxeλx

— si ω 6= λ,

g(x) =
α

ω − λ
e(ω−λ)x ⇒ y0(x) =

α

ω − λ
e(ω−λ)xeλx =

α

ω − λ
eωx

3. On cherche y0(x) sous la forme αx2 + βx+ γ :

y′0(x) = 2αx+ β

⇒ y′0(x)− λy0(x) = −αλ
︸︷︷︸

=a

x2 + (2α− βλ)
︸ ︷︷ ︸

=b

x+ (β − γλ)
︸ ︷︷ ︸

=c

⇒







−αλ = a
2α− βλ = b
β − γλ = c






⇒







α = −a/λ
β = −b/λ− a/λ2

γ = −c/λ− b/λ2 − a/λ3

Exercice 4

Résoudre les équations différentielles suivantes :

1. y′′(x)− 5 y′(x) + 6 y(x) = 0

2. y′′(x)− y′(x) = 0

3. y′′(x) + 4 y′(x) + 4 y(x) = 0

4. y′′(x) + 4 y(x) + 13 y(x) = 0

Réponse :

1. L’équation caractéristique est r2 − 5r + 6 = 0 :

∆ = 1 > 0 ⇒ r1 = 2 et r2 = 3

La solution générale est y(x) = C1e
2x + C2e

3x

2. L’équation caractéristique est r2 − 1 = 0 :

∆ = 4 > 0 ⇒ r1 = −1 et r2 = 1

La solution générale est y(x) = C1e
−x + C2e

x

3. L’équation caractéristique est r2 + 4r + 4 = 0 :

∆ = 0 ⇒ r = −2

La solution générale est y(x) = (C1x+ C2)e
−2x

4. L’équation caractéristique est r2 + 4r + 13 = 0 :

∆ = −36 < 0 ⇒ r = −2± 3i

La solution générale est y(x) = (C1 cos(3x) + C2 sin(3x))e
−2x
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Exercice 5

Résoudre les équations différentielles suivantes :
1. y′′(x)− 5 y′(x) + 4 y(x) = 0 , y(0) = 5 , y′(0) = 8
2. y′′(x) + 4 y(x) = 0 , y(0) = 0 , y′(0) = 2
3. y′′(x) + 2 y′(x) + y(x) = 0 , y(0) = 1 , y′(0) = 0
4. y′′(x) + 3 y′(x) = 0 , y(0) = 0 , y(1) = 1

Réponse :

1. L’équation caractéristique est r2 − 5r + 4 = 0 :

∆ = 9 > 0 ⇒ r1 = 1 et r2 = 4

La solution générale est

y(x) = C1e
x + C2e

4x ⇒ y′(x) = C1e
x + 4C2e

4x

⇒
{

y(0) = C1 + C2 = 5
y′(0) = C1 + 4C2 = 8

}

⇒
{

C1 = 1
C2 = 1

La solution est y(x) = ex + e4x

2. L’équation caractéristique est r2 + 4 = 0 :

∆ = −16 < 0 ⇒ r = ±2i

La solution générale est

y(x) = C1 cos(2x) + C2 sin(2x) ⇒ y′(x) = −2C1 sin(2x) + 2C2 cos(2x)

⇒
{

y(0) = C1 = 0
y′(0) = 2C2 = 2

}

⇒
{

C1 = 0
C2 = 1

La solution est y(x) = sin(2x)

3. L’équation caractéristique est r2 + 2r + 1 = 0 :

∆ = 0 ⇒ r = −1

La solution générale est

y(x) = (C1x+ C2)e
−x ⇒ y′(x) = C1e

−x − (C1x+ C2)e
−x

⇒
{

y(0) = C2 = 1
y′(0) = C1 − C2 = 0

}

⇒
{

C1 = 1
C2 = 1

La solution est y(x) = (x+ 1)e−x

4. L’équation caractéristique est r2 + 3r = 0 :

∆ = 9 > 0 ⇒ r1 = 0 et r2 = −3

La solution générale est
y(x) = C1 + C2e

−3x

⇒
{

y(0) = C1 + C2 = 0
y(1) = C1 + C2e

−3 = 1

}

⇒ C1 = −C2 =
e3

e3 − 1

La solution est y(x) =
e3

e3 − 1
(1− e−3x)
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Exercice 6

Résoudre les équations différentielles suivantes :

1. y′′(x)− 3 y′(x) + 2 y(x) = 4 x2

(indication : chercher la solution particulière sous la forme y0(x) = a x2 + b x+ c)

2. y′′(x) + 2 y′(x) + y(x) = 4 x ex

3. y′′(x) + y(x) = cos(x)

Réponse :

1. a) L’équation homogène est y′′(x)− 3y′(x) + 3y(x) = 0
l’équation caractéristique est r2 − 3r + 2 = 0 :

∆ = 1 > 0 ⇒ r1 = 1 et r2 = 2

La solution générale de l’équation homogène est

y(x) = C1e
x + C2e

2x

b) y0(x) = ax2 + bx+ c ⇒ y′0(x) = 2ax+ b ⇒ y′′0(x) = 2a

⇒ y′′0(x)− 3y′0(x) + 2y0(x) = 2ax2 + (2b− 6a)x+ 2c− 3b+ 2a = 4x2

⇒







2a = 4
2b− 6a = 0

2c− 3b+ 2a = 0






⇒







a = 2
b = 6
c = 7

c) La solution générale de l’équation est y(x) = C1e
x + C2e

2x + 2x2 + 6x+ 7

2. a) L’équation homogène est y′′(x) + 2y′(x) + y(x) = 0
l’équation caractéristique est r2 + 2r + 1 = 0 :

∆ = 0 ⇒ r = −1

La solution générale de l’équation homogène est

y(x) = (C1x+ C2)e
−x

b) Le second membre est f(x) = 4xex.
On cherche la solution particulière sous la forme C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x) avec
y1(x) = xe−x (C1 = 1 et C2 = 0)
y2(x) = e−x (C1 = 0 et C2 = 1)

{
C ′

1(x)y1(x) + C ′

2(x)y2(x) = 0
C ′

1(x)y
′

1(x) + C ′

2(x)y
′

2(x) = f(x)

⇒
{

C ′

1(x)xe
−x + C ′

2(x)e
−x = 0

C ′

1(x)(1− x)e−x − C ′

2(x)e
−x = 4xex

⇒
{

C ′

1(x)x + C ′

2(x) = 0 (1)
C ′

1(x)(1− x) − C ′

2(x) = 4xe2x (2)

(1) + (2) : C ′

1(x) = 4xe2x ⇒ C1(x) =

∫ x

c

4te2t dt

On pose u(t) = 2t, v′(t) = 2e2t ⇒ u′(t) = 2, v(t) = e2t

C1(x) =
[
2te2t

]x

c
−

∫ x

c

2e2t dt =
[
2te2t − e2t

]x

c
= (2x− 1)e2x
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et donc C ′

2(x) = −xC ′

1(x) = −4x2e2x

C2(x) = −
∫ x

c

4t2e2t dt

On pose u(t) = 2t2, v′(t) = 2e2t ⇒ u′(t) = 4t, v(t) = e2t

⇒ C2(x) = −
[
2t2e2t

]x

c
+

∫ x

c

4e2t dt =
[
−2t2e2t + (2t− 1)e2t

]x

c
= (−2x2 + 2x− 1)e2x

Une solution particulière est donc

y0(x) = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x) = (2x− 1)e2xxe−x + (−2x2 + 2x− 1)e2xe−x

= (x− 1)ex

c) La solution générale de l’équation est y(x) = (C1x+ C2)e
−x + (x− 1)ex

3. a) L’équation homogène est y′′(x) + y(x) = 0
l’équation caractéristique est r2 + 1 = 0 :

∆ = −4 < 0 ⇒ r = ±i

La solution générale de l’équation homogène est

y(x) = C1 cos(x) + C2 sin(x)

b) Le second membre est f(x) = cos(x).
On cherche la solution particulière sous la forme C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x) avec
y1(x) = cos(x) (C1 = 1 et C2 = 0)
y2(x) = sin(x) (C1 = 0 et C2 = 1)

{
C ′

1(x)y1(x) + C ′

2(x)y2(x) = 0
C ′

1(x)y
′

1(x) + C ′

2(x)y
′

2(x) = f(x)

⇒
{

C ′

1(x) cos(x) + C ′

2(x) sin(x) = 0 (1)
− C ′

1(x) sin(x) + C ′

2(x) cos(x) = cos(x) (2)

cos(x)(1)− sin(x)(2) : C ′

1(x) = − sin(x) cos(x) = −sin(2x)

2
⇒ C1(x) =

cos(2x)

4

sin(x)(1) + cos(x)(2) : C ′

2(x) = cos2(x) =
cos(2x) + 1

2
⇒ C2(x) =

sin(2x)

4
+

x

2

Une solution particulière est donc

y0(x) = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x) =
cos(2x) cos(x) + sin(2x) sin(x)

4
+

x sin(x)

2

=
cos(x)

4
+

x sin(x)

2

c) La solution générale de l’équation est

y(x) = C1 cos(x) + C2 sin(x) +
cos(x)

4
+

x sin(x)

2
= C3 cos(x) +

(

C2 +
x

2

)

sin(x)
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