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Quelques rappels de calcul 
différentiel, Convexité 
Dans ce premier chapitre nous allons présenter quelques notions fondamentales de 

calcul différentiel, de l'analyse convexe, de l'optimisation. Ces notions sont utiles 

pour démontrer les résultats dans les chapitres suivants 

 

Différentiabilité, gradient, matrice Hessienne 
1- Pour tout  n  ,n   désigne l'espace euclidien     . . .   (produit  n   fois) .  

En général un vecteur  x  n   sera noté   tnxxxx ,..., 21   (vecteur colonne). 

2- On note  neee ,..., 21   les éléments de la base canonique de  n  , où   ie  est le 

vecteur de  n   donné par : 

   .,....,2,1pour  ,
 si 1

 si 0
nj

ij

ij
e ijji 








   

(symbole de Kronecker). 

 

3- Pour tous  x,y  n   on note par  x,y     le produit scalaire euclidien de  x   ey , 

qui est donné par 

 

 

 

 

4- Pour tout  x  n   on note par  0x   la norme euclidienne de  x  , donné par 
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5- Pour tout  x  n   et  0r   on notera par   rxB ,   la boule ouverte du centre  x   

et rayon  r   , donnée par 

   .,R, rxyyyxB n   

 

6- Si  a,b  n   on note   ba,   le segment de droite reliant les deux points  ba,  , le 

sous-ensemble de  n   donné par 

        .1,0  ,R1,  ttbatabtaba n  
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Si  a,b     avec  ba    alors on retrouve le fait que   ba,   désigue l'intervalle des 

nombres  x     tels que  bxa   . 

7- Rappellons aussi l'inégalité de Cauchy-Schwarz : 

|x,y|  x.yx,y  n .     1.6
 

Notion de la dérivée partielle, gradient, matrice Hessienne 

Soit       n   un ouvert et  f :      est une fonction. 

1- On dit que  f   est de classe C m   sur      f  Cm    si toutes les dérivées 

partielles jusqu'à l'ordre  m    existent et sont continues. 

2- Pour tout  x   et tout   ni ,...2,1   on note  quand    
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(c'est la dérivée partielle de  f   en  x   de direction  ix  ). 

3- Pour tout  x    on note  quand    

Jfx 
f
x 1

x,
f
x 2

x, . . .
f
xn

x  n .     1.8
 

(la Jacobienne de  f   en  x  ). On appelle gradient de  f   au point  x   le vecteur 

colonne 
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4- Pour tout  x   et  h  n   on note  quand    

      .1
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(c'est la dérivée directionnelle de  f   en  x   de direction  h  ) où on a noté  
f
h
x.   

 a      0
0




 xf  . 
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   . 

Nous rappellons aussi la formule : 

f
h

x  fx,h, x  h  n .     1.11
 

5- Gradient de la composée: Soient les deux fonctions   f :      et  g : U     et 

supposons qu'on deux ouvets    n   et  U     avec en plus    Uf    (on peut 

alors définir  gof :     ). Supposons que  f,    g   sont de classe  C1  . Alors  fgo   

est aussi de classe C  1   avec en plus 

        . xxfxfgxfgo  



 

3 

 

6- Si les dérivées de  f   possèdent à leur tour des dérivées partielle, on dit que  f   

admet des dérivées partielle d'ordre 2, on pose : 

    ,2 t
xfxf   

c'est à dire : 
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 f2   s'appelle le hessien de  f   et on note par  H  ou  f2  . 

Si  f   est une fonction de classe  2C   (admet des dérivées partielles d'ordre 2 

continues), le hessien de  f   est une matrice symétrique   xH   d'ordre  nn  . 

7- Soit  )(xH   la matrice hessienne  de la fonction  f  , si : 

 a   La matrice   xH   est dite semi-définie positive   SDP   ssi : 

y  n , ytHxy  0.     1.16
 

où si les vecteurs propres de la matrice   xH   sont  positives. 

 b   La matrice   xH   est dite définie positive   DP   ssi : 

    .0,0/R  yxHyx tn  

c-à-d les vecteurs propres de la matrice  Hx   sont  strictement positives. 

Quelques exemples importants : 

1- Si   f : n     est une fonction constante alors 

02  ff  

2- Soit   f : n     définie par 

fx  a,x x  n ,     1.19
 

où  a  n   est un vecteur donné (c'est à dire,  f   est une fonction linéaire). Alors on 

calcule facilement :  kx

f a
k


   , donc 

af   

le gradient est constant. Ceci nous donne 

.02  f  

3- Soit  f : n     donnée par 

fx  Ax,x x  n ,     1.22
 

où  A  Mn  est une matrice carrée, réelle, de taille  n   (c'est à dire,  f   est une 
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fonction quadratique associée à la matrice  A  ) .   Alors on détermime le gradient : 

fx  A  ATx, x  n .     1.23
 

et la matrice hessienne : 

2 f  A  AT, x  n .     1.24
 

4- En particulier, si  A   est symmétrique (c'est à dire  A  AT  ).  Alors 

Ax,x  2Ax, x  n .     1.25
 

2Ax,x  2A, x  n .     1.26
 

Développement de Taylor 
Soit    n   ouvert,  f :     ,  a    et  h  n   tels que  a,a  h   . Alors: 

1- Si  f  C1  alors 

 a   Formule de Taylor à l'ordre 1 avec reste intégral 

      .,
1

0
dththafafhaf    

 b   Formule de Taylor - Maclaurin à l'ordre 1  

      ., que  tel]1,0[ existe il hhafafhaf    

 c   Formule de Taylor - Young à l'ordre 1 

       ., hhafafhaf o  

2- Si    2Cf   alors 

 a   Formule de Taylor à l'ordre 2 avec reste intégral 

          .,1, 2
1

0
dthhthafthafafhaf    

 b   Formule de Taylor - Maclaurin à l'ordre 2 il existe  ]1,0[   telque 

        .,
2

1
, 2 hhhafhafafhaf   

  c   Formule de Taylor - Young à l'ordre 2 

         .,
2

1
,

22 hhhafhafafhaf o  

 Remarque :  Dans les formules précédentes, la notation   k
ho   pour  k    

signifie une expression qui tend vers  0   plus vite que  
k

h   (c'est à dire, si on la 

divise par  
k

h   , le résultat tend vers  0   quand  h   tend vers  0  ). 

 

Eléments d'analyse convexe  
Dans cette section, on présente un rappel des notions fondamentales de l'analyse 

convexe qui serviront d'appuis pour la suite 
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Ensembles convexes 
 

- Un ensemble  C   de  nR   est dit convexe si    
   .1 ,0,,,1   CyxCyx  

Un ensemble convexe Un ensemble non convexe
 

 

-  C   est dit affine si  

x  1  y  C,x,y  C,  R.     1.34
 

-  C   est un polyèdre convexe s'il est de la forme: 

C  x  Rn : Ai
tx  bi, i  1, . . . ,m     1.35

 

où  A i   est un vecteur non nul de  Rn   et  b i   un scalaire pour  i  1, . . . ,m.   

 C   peut s'écrire sous la forme matricielle suivante : 

C  x  Rn / Ax  b ,     1.36
 

où  A   est une matrice de  Rmn   et  b   un vecteur de  Rm  . 
 

Un polyèdre convexe
 

-  Sn   est un (n-simplexe) s'il est de la forme : 

Sn  x  
n :

i1

n

 x i  1     1.37
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Sn est un (3-simplexe)
 

- Un point  x  Sn   est dit extrémal (ou sommet de  Sn  ) si l'on a : 

    zyxtzytxSzyt n  1:,],1,0[ 2  

Fonctions convexes : 

 
Soit  f : C  R    une fonction  et  C   un ensemble convexe de  Rn  . 

     f   est dite convexe sur  C   si l'inégalité suivante est satisfaite :   

           .,,1,0,11 Cyxyfxfyxf    

     f   est dite strictement convexe sur  C   si : 

           .et ,,1,0,11 yxCyxyfxfyxf    

 
 

Une fonction convexe Une fonction non convexe
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     f   est dite mid-convexe sur  C   si : 

   
.

22
,,

yfxfyx
fCyx










 
  

     f   est dite quasi-convexe sur  C   si : 

          .,,1,0,,max1 Cyxyfxfyxf    

     f   est dite fortement convexe sur  C   s'il existe    0  , tel que : 

  ,et ,,1,0 yxCyx   

on a:  

           .1
2

1
11

2
yxyfxfyxf    

( on dit aussi que  f   est    -convexe). 

Si  f   est une fonction continue sur un convexe  C  , on a : 

 a    f   est convexe sur  C   si seulment si  f   est mid-convexe  C  . 

 b    f   est    -convexe sur  C   si seulment si : 

   
.

822
,,

2
yx

yfxfyx
fCyx 










 



 

Caractérisation d'une fonction convexe différentiable 
 
Avant données les théorèmes de caractérisation d'une fonction convexe 

différentiable, nous allons donnée une lemme tres imprtante pour la démonstration 

les théorèmes de caractérisation: 

 Lemme :  Soient  I   est un intervalle ouvert, et    est une fonction de classe C 1  

sur  I  , Alors     est une fonction convexe sur  I   ssi     est une fonction 

croissante sur  I  . 

 

Démonstration : 

 
  On montre que     est une fonction convexe sur  I           est une fonction 

croissante sur  I  . 

On montre d'abord      est une fonction convexe sur  I           est une fonction 

croissante sur  I  . Soient   1,0   et    IIyx ,  , tel que  ,xy    et  

 xyz   1  . On a:  

             xyxyxxyz   11  

donc 
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autre part  
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Alors  
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et  ,,  , 3

 

donc 
         
          xtyIzyx

xzyIzyx

ty

ty

xy

xy

xy

xy

xz

xz





















et  ,,  ,

et  ,,  ,
3

3



  

on passant à la limites pour  z   tend vers  x  , et  t   tend vers  y  , on a  

      xyIyxyx  et  ,  , 2  

donc      est une fonction croissante sur  I.   

Réciproquement 

Soient   1,0t   et    IIyx ,  , on considère la fonction     définie par  

          xytxxtytt   1  

est une fonction de classe C   1,01   car     est une fonction de classe C  I1   et on a 

          xytxxyxyt 


  

soient     221 1,0, tt   tel que  21 tt    suppose que  t1  t2   et d'aprés      est une 

fonction croissante, on a  
            

            
0

''

1212
1

1221

12








xyttxytxxytx

xytxxytxxytt

tt


  

donc      décroissante paraport à  t   sur   1,0  . 

Autre part      001    d'aprés le théorème de Rolle, il existe   1,0a   tel que  

  0' a  . Alors    0t   sur   1,0   donc  

          1,0   ,01  txytxytxt   

La convexité de     s'en déduit.  
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Maintenant nous allons donner la théorème si la fonction différentiable de première 

ordre de la convexité 

 

 Théorème :  Soit  C   est un ouvert convexe de  n   et  f : C    ,  f   C 1C  

. Les propositions suivantes sont équivalences: 

1-  f   est une fonction convexe sur  C   

2-        Cyxxyxfxfyf  ,,,  . 

3-      Cyxxyxfyf  ,,0,  . 

 

Démonstration : 

  On montre que      21    

On montre d'abord      21   . Soient   1,0   et    CCyx ,  , on a la dérivée 

directionnelle  
    

      CCfxyxf
xfxyxf 1

0

car       ,,lim 




 





 

Par convexité de  f  , on a de plus  

     
     yfxf

yxfxyxf









1

1  

donc  
    

   xfyf
xfxyxf







 

En passant à la limite quand  0


  , on obtient 

      .,,, Cyxxyxfxfyf   

Montrons maintenant      12   . Soient    CCyx ,   et    .1 yxz     On peut 

écrire:  

     

      zyzfzfyf

zxzfzfxf





,

,  

Soit encore :  

         

        xyzfyxfyf

yxzfyxfxf









,1

1,1  

En multipliant la première inégalité par    , la seconde par  )1(   , on a  

           
              xyzfyxfyf

yxzfyxfxf









,111

1,1  

puis en additionnant les deux, on obtient  
         011  yxfyfxf   
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c'est l'inégalité de convexité. Alors      21   . 

On montre que      31    

On montre d'abord      31   . Soient  t     et    CCyx ,  , on a  

 :    définie par t  t  fx  ty  x
 

est une fonction convexe de classe C 
1   car  f   est une fonction convexe de 

classe C  C1   

Soient   1,0   et  t1 , t2   2
 , on a  

       
        

       
     21

21

21

2121

1

1

1

11

tt

xytxfxytxf

xytxxytxf

xyttxftt















  

Comme     est une fonction convexe de classe C 
1   alors  



   est une fonction 

croissante sur     paraport à  t   et on a  

      xyxytxft 


,  

donc  

           xyxfxyyf 


,0,1   

donc  

    .,,0, Cyxxyxfyf   

Montrons maintenant      13   . Soient  t     et    CCyx ,  , on a  

g : 0,1   définie par t  gt  1  tfx  tfy  fx  ty  x
 

est une fonction de classe C   1,01   car  f   est une fonction de classe C  C1   et on a 

          xyxytxfxfyftg 


,  

soient     221 1,0, tt   tel que  21 tt    suppose que  21 tt    et d'aprés   3  , on a  

           

           
0

,

,

1212
1

1221

12











xyttxytxfxytxf

xyxytxfxytxftgtg

tt

 

donc  g    décroissante paraport à  t   sur   1,0  . 

Autre part  g1  g0  0  d'aprés le théorème de Rolle, il existe   1,0a   tel que  

  0


ag  . Alors    0tg   sur  0,1  donc  

          1,0   ,01  txytxfytfxft  
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La convexité de  f   s'en déduit. 

 

Nous allons donner la théorème si la fonction différentiable de second ordre de la 

convexité 

 

 Théorème : Soit  C   est un ouvert convexe de  n   et  f : C    ,  f    C 2C  . 

Les deux propositions suivantes sont équivalences: 

1-  f   est une fonction convexe sur  C   

2-    Cxhhxf  ,0,2  ,  h  n  . 

 

Démonstration : 

 

  On montre que      21    

On montre d'abord      21   . D'aprés la théorème précédente on a  

    .,,0, Cyxxyxfyf   

donc pour  thxy    on a      0,  thxfthxf   On divise alors cette inégalité 

par  2t   puis on fait tendre  t   vers  0  , ce qui fournit :  

2 fxh,h  0, x  C,h  n .
 

Montrons maintenant      12   . Soient  t     et    CCyx ,  ; On applique la 

formule de Taylor-Mac Laurin à l'ordre deux : il existe  ]1,0[   telque  

    
         
    xyxfxf

xyxyxyxfxyxfxf

xyxfyf







,

,, 2

2
1 

 

donc  

      xyxfxfyf  ,  

D'aprés la théorème précédente on a  f   est une fonction convexe sur  C   
 

 

 


