Quelques rappels de calcul
différentiel, Convexite

Dans ce premier chapitre nous allons présenter quelques notions fondamentales de
calcul differentiel, de I'analyse convexe, de lI'optimisation. Ces notionsfsent utiles
pour démontrer les résultats dans les chapitres suivants

Différentiabilité, gradient, matrice Hessien
1- Pour tout n € N*,R" désigne I'espace euclidien R xR x...x
En général un vecteur x € R" seranoté x=(x,X,,...X

2- Onnote e,e,,..e, leséléments de la base can
vecteur de R" donné par :

oduit n fois) -
colonne).
,0u e estle

Osij#i .
) =5 = , 2,y :
@)=0{ 1 0
(symbole de Kronecker). .
3- Pour tous X,y € R" on note pag™, R le produit scalaire euclidien de x ey,

qui est donné par

Y

4-@ur tout

note par |x|>0 lanorme euclidienne de x , donné par

. M=l = 2
5- Pour tout x € R”!t r>0 on noterapar B(x,r) laboule ouverte du centre x

etrayon r , donnée par
B(x,y)=1{y eR"Jy-x|<r}

6-Si abeR" onnote [ab] le segment de droite reliant les deux points a,b , le

sous-ensemble de R" donné par
[a,b]=fa+tlb—a)=(1-t)a+th eR", te[0,1]}
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Si abeR avec a<b alors on retrouve le fait que [a,b] désigue l'intervalle des
nombres x € R telsque a<x<b .
7- Rappellons aussi l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

[ < DI Iyl ox,y € R™.

Notion de la derivee partielle, gradient, matrice Hessienne
Soit @ < R" unouvertet f:Q — R estune fonction.

1-Onditque f estdeclasse C™ sur Q (f e C™(Q)) sitoutes les dérivées
partielles jusqu'a I'ordre m existent et sont continues.

2- Pour tout xeQ ettout ie{l,2..n} onnote (quand 3)
of .1
=t [f(xrte)- 1 (x)]

(C'est la dérivée partiellede f en x de direction x ).
3- Pour tout X € Q on note (Quand3)

of of
Ji(x) = (m(x),m(x),...

(la Jacobienne de f en x ). On appelle gradien
colonne

4- Pour tout xeQ et

Nous ra us@a formule :
g—;(x) = (Vf(x),h), Vx € QVh e R",

5- Gradient de la composée: Soient les deux fonctions f:Q—R et g:U — R et
supposons qu'on deux ouvets Q < R" et U <R avecen plus f(Q)cU (on peut
alors définir gof : Q@ — R ), Supposons que f, g sontde classe C' . Alors gof
est aussi de classe C *(©2) avec en plus

V(gof )(x)=g'(f(x)Vf(x) VxeQ.
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6- Si les dérivées de f possedent a leur tour des dérivées partielle, on dit que f
admet des dérivées partielle d'ordre 2, on pose :

v2 £ (x)=V(Vf (x))

c'est a dire :
| o CRERYEN
X X
ox; j( ) axlaan( )
o°f o°f
vif(x)= 8x26xlj(x) 8x26xnj(x)-
i S
_axnaxlj(x) oo )(X) |
vt s'appelle le hessiende f etonnotepar H ou V*f .
Si f estune fonction de classe C* (admet des dérivées panti€lles d'ordre 2

d'ordre nxn .
7- Soit H(x) la matrice hessienne de la fonction

a) Lamatrice H(x) estdite semi-définie positive
vy € R, yRI(X)

ou si les vecteurs propres de la matrigg, H(x) sont Psmves

b) Lamatrice H(x) est dite définie paSitive SSi

)@( y>0
c-a-d les vecteurs propr, [ (X) sont strictement positives.
Quelques exel [ ;

tion cofistante alors
Vi =V*f =0

inie par

f(x) ={(a,x) vx e R",

V%ur donné (c'est a dire, f est une fonction linéaire). Alors on
calcule facilement : Z-=a, , donc

Vi =a
le gradient est constant. Ceci nous donne
V2 f =0.

3- Soit f:R"™ — R donnée par
f(x) = (Ax,x) ¥x € R",
ou A€ Mq(R) estune matrice carrée, réelle, de taille n (c'estadire, f estune
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fonction quadratique associée a la matrice A) . Alors on détermime le gradient :
Vi(x) = (A+AT)x, Vvx e R".
et la matrice hessienne :
ViE=A+AT, ¥xeR"
4- En particulier, si A est symmétrique (c'est a dire A=AT). Alors
V({AX,x) = 2Ax, Vx e R".

V2{AX,x) =2A, VX e R".

Développement de Taylor

Soit Q<R" ouvert, f:Q—R aeQ et heR" telsque [
1-Si fe CHQ) alors

a) Formule de Taylor a I'ordre 1 avec reste intégral

f(a+h)=f(a)+ [ (vf(agth

b) Formule de Taylor - Maclaurin a lI'ordre 1

il existe @ €[0,1] tel que f

¢) Formule de Taylor - Young a l'ordre 1

f(a+h)=&a)+(Vf (@) h)+olh|).

Q . Alors:

—

2-Si f eC?*(Q) alors
a) Formule de Taylor a l'ordre 2

ste intégral
+n1—t)<V2 f(a+th)h, h)dt.

;+h)= f(a)+(Vf(a) h>+%<v2 f(a)h, h>+oQ|h||2).

RemaFgue : Dahs les formules précédentes, la notation ofjn|*) pour k € N*
signifie une expression qui tend vers 0 plus vite que ||h||k (C'est a dire, sion la
divise par |h| , le résultat tend vers 0 quand h tend vers 0 ).

Elements d'analyse convexe

Dans cette section, on présente un rappel des notions fondamentales de I'analyse
convexe qui serviront d'appuis pour la suite
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Ensembles convexes

- Unensemble ¢ de R" estdit convexe si
Ax+(1-21)yeC, ¥x,yeC, Vielo, 1].

> Y

Un ensemble convexe Un ensemble

- C est dit affine si
AX+(1L-A)yeC,vx,yeC
- C est un polyedre convexe s'il est de la

C peut s'écrire sous la forme mat

C=
ol A estuflem et b

N\,

W,

- Snest un (n-simplexe) s'il est de la forme :

n
Sh = {XG[RE :inl}
i=1
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(o,0{1)

Sy est un (3-simplexe)

- Un point x € S est dit extrémal (ou sommet de S» ) si l'on a
Px=0-t)y+tz=>xzy=

vt e[0,1],¥(y,z)eS?
Fonctions convexes :

f(Ax+(@1-2)y) < Af (x)+(1-
o f estdite strictement convexe stk C si:
f(Ax+@-1)y)<Af(x)

Y

fAx+{1-A)y)

iyl __—

ML —
fi

|
X MHLNy ¥

Une fonction convexe

Une fonction non convexe




 f estdite mid-convexesur C si:

nyec, i) 10 1t)
2 2
« f estdite quasi-convexe sur C si:
f(Ax+(@1-2)y)<max(f(x), f(y)), vie[0,1] vx,yeC.
» f estdite fortement convexe sur C s'il existe « >0 | tel que :
viepd], vx,yeCetx=y,

on a:

F(x+ (1= 2)y) < Af (x)+(1—/1)f(y)—%aﬂ(l—/l)”x—y

(onditaussique f est « -convexe).
Si f estune fonction continue sur un convexe C ,ona:
a) f estconvexesur C siseulmentsi f estmid-con
b) f est o« -convexesur C siseulmentsi:

v,y <C, f(x+yj£ f(x)+ f
2 2

différentiable, nous allons donné e tres imprtante pour la démonstration
les théorémes de caractérisation:
Lemme : Soi unintervallefguvert, et » est une fonction de classe C *
sur |, AloBs ¢ esur 1 ssi ¢ estune fonction

croissante sur

On mo @ & une fonction convexe sur 1 < ¢’ estune fonction

croissante sur | .
On montre d'abord ¢ est une fonction convexesur I = ¢’ estune fonction

croissante sur 1 . Soient A<]o, 4 et (x,y)elxI ,telque y>x, et
z=Jy+(@-2)x .Ona:

ol2)= o2y + 1= 2)x)= plx+ Ay - x)) < Ap(y) + {1~ 1) p(x)
donc



o(2)-p(x
autre part
oly)-
oly)-
Alors
o(2)-9(x) _ oly)-o(x)
donc '

donc ¢’ est une fonction croissante s
Réciproguement
Soient te[0,1] et (x,y)elx1 ,o0n dewg la fonction v définie par
)=gip(y)+1-Be(x) - plx-+t(y-x))

1)) card® est une fonction de classe C '(1) etona
= ol(y)— (%)~ (y = x)¢(x +t(y —x))

soi8ht t #t, suppose que ti1 >t> etdaprés ¢ estune
foncti

est une fon&fion de classe C

= (y =%l (x+t,(y = x)) = ' (x +t,(y = x))]
= ol (x+t,(y =)=/ (x+ t,(y = x))][(t, ~ . )(y  x)]
<0
donc ' décroissante paraporta t sur [0,1] .
Autre part y(1)=y(0)=0 d'aprés le théoréme de Rolle, il existe a< 0,1 tel que
y'(a)=0 . Alors w(t)>0 sur [0,1] donc
L=ty (x)+ty(y)-p(x+tly-x))=0, vte[01]
La convexité de w s'en déduit.



Maintenant nous allons donner la théoréme si la fonction différentiable de premiére
ordre de la convexité

Théoreme : Soit C est un ouvert convexede R" et f:C >R, fe C (C)

. Les propositions suivantes sont équivalences:
1- f estune fonction convexe sur C

2- f(y)-f(x)=(Vf(x)y-x), vx,yeC .
3- (Vf(y)-Vf(x)y-x)=0, vx,yeC .

Démonstration :

On montre que ((1) < (2))
On montre d'abord ((1)=(2)) . Soient 1€[0,1] et (xy)e
directionnelle

a la dérivée

L

Par convexité de f , onade plus

donc

En passant a kg limite

A\

Montrons mai

ecrige:
|

Soit enc “
f(x)— f(Ax+Q-2)y)= (VI(z).1-2)(x—y))
f(y)—f(Ax+(@-2)y)=(Vf(z) Aly —x))
En multipliant la premiére inégalité par 1 , la seconde par (1-4) ,0ona
AT ()~ £ (s 0= 2)y) 2 A(VF (). 0~ 2)(x- y)
(- 2)(F(y)- f(ix+ - 2)y)2 @-2)(VF (2) Ay —x)
puis en additionnant les deux, on obtient
A (x)+@-24)f(y)— f(Ax+(@-1)y)=0
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c'est I'inégalité de convexité. Alors ((1) < (2)) .
On montre que (1) < (3))

On montre d'abord ((1)=(3)) . Soient L€ R et (x,y)ecxC ,ona
¢ :R - R définie part — o(t) = f(x + t(y — x))

. 1 .
est une fonction convexe de classe C “®) car f est une fonction convexe de
classe C *(C)

Soient 1efo1] et (nt2) € R? ona
ot +(1-2)t,) = f(x+ (2t +Q2-2)t,)(y—x))

= f A0+t (y =x)+ 2= 2)(x+t,(y

<A (x+t,(y—x))+@-2) f(x+t,(y

= 29(t)+ (1= 2)olt,)

Comme ¢ est une fonction convexe de classe C

croissante sur R paraporta t etona
o (t)=(VFf(x+

o estune fonction

donc

donc

(VE(y)- —&;O, vx,y eC.
. SoienfAt € ® et (x,y)eCxC ,ona

estwne foncti '([0,1]) car T estune fonction de classe C '(C) etona
(t)=(y)— £ ()= (VF (x+tly=x)) (y-x))
tel que t, #t, suppose que t >t, etdaprés (3),ona
=gt =(Vf (x+t,(y = x)) =V (x+,(y = x)).(y = x)

= [V (et (y =)= VI (et (y = ))&~ 1) (y - x))]

<0

donc g’ décroissante paraporta t sur [0,1] .
Autre part 9(1) =9(0) =0 gaprés le théoréme de Rolle, il existe a<o,1 tel que
g (a)=0.Alors g(t)>0 sur [0.1] donc

(1-t) f(x)+tf (y)- f(x+t(y—x))=0, vte[01]
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La convexité de f s'en déduit.

Nous allons donner la théoréme si la fonction différentiable de second ordre de la
convexité

Théoreme : Soit C est un ouvert convexede R" et f:C >R, fe C2(C).
Les deux propositions suivantes sont équivalences:
1- f estune fonction convexe sur C

2- (V?f(x)h,h)>0, vxeC , VheR",

Démonstration :

On montre que (1) < (2))
On montre d'abord ((1)= (2)) . D'aprés la théoreme
(VE(y)-VE(x)y—x)=0, VX;
donc pour y=x+th ona (Vf(x+th)-Vf(x)th)>0
par t*> puison faittendre t vers 0, ce qui
(V2f(x)h,h W& 0, ¥x e C,Vh

divise alors cette inégalité

€R et (x,y)eCxC ; On applique la
eyx - il existe 6<[0,1] telque

Montrons maintenant ((2)= (2)) .

V2 (x+ 0y —x))(y = x),(y = x))

. F(y)2 f(x)+(V(x)y-x)
D'aprés €0reé récédenteona f estune fonction convexe sur C

)
)
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